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С ПРИБЛИЖЕННОЙЬ ВИЧИСЛЕНТИ ПЛОЙАДЕЙ. 


_Положимь, что наыъ задана кривая у = 2(х) “въ прямоурголь> 
ной систем координать, и требуется вычислить площадь, ограни- 
ченную этой кривой, осьв абсписоъ и двумя ординатами, зеденнн- 
ми уравнен1ямя: 

х=аи х=Ь. 


Воложимъ для опредёленности, что кривая возрастающая 
промежутке (а 6); это обстоятельство не ограничить ть 
вашихь разсуждензй, такъ какъ случай, когда кривая представ- 
ляется убывающей функш1ей, разбирается подобеные же образомъ; 
если же функа1я то возраста- 
ет, то убываеть, тогда мы 
можемъ разбить площадь на 
так1я части, гд*  функшя 
только возрастаеть или толь- 
ко убываетъь, и въ каждой 
части примзнить нижеслёдую- 
щ}з разсухден1я. Чтобы вы- 
числить требуемую площадь, 
раздёлимъ основаи1е ея Б-а 

Фиг. 1. ва а равныхе частей; ках- 
дая часть будет: 


у 


Б-а 
Г] 


=Ах. 


Введемъ такое знакоположенуе: 
ж =а+1Ах, 
такъ что 
Ха: -м=Ах. 
Проведя прямыя, параллельныя оси у-ов+, черезъ точки ст 
абодисвами хо = а, Х,, Х»,... Ж{, Жуа,... Ко = 6 стровма пря- 
моугольники входящ1е (внутреннзе) и выходящ1е. Сумма площилей 
всёхъ внутреннихе нрямоугольниковь будеть 


тВЫСИАЯ МАТЕИАТИКА". Проф. А. 4. АДАНОВЪ. 


| 


я р 1=0 ; у 
Сумма пасщадей выходящихъ 
прямоугельников$: 

1=0-=% 

ВВ с* 2. Е(жь:Аж. 

Фиг.а. о ы 
Разность между этими площадями, хауз видно изъ чертеже (она 
штрихована), равна: а - 
< Зь = 3: = (#(Ъ) - {(а)] 8°х 
у Всли 5 обозначаеть истинную величину искомой площади, то, 
° очевидно, имфемъ слёдующее неравенство: : 

3.:<8 < 35. 

Увеличивая п безпредёльно, получимз: 
ис пред. Ах=О и пред. (5$, - 5,) + 0, 
_ сткуда 
р ` пред.3, = пред. :- 
и Въ силу неравенства: 
В. <15 < 8 
_и равенства предбловъ 3, и 5» заключаемъ, что 5 есть общёЙ пре- 
ль 5, и б,, Этоть предфль називаетоя опредёленнымъ интегра- 
`ломф и ‘обозначается так: 


ЗВ 1=1-2 1=0-1 
ие пред. 5 Е(ж:) Ах; = пред. 2. оу А хх; = 
1=о 05° 1 = 
= т. {(х)4х 
в Непосредственное вычислен1е опредфленнаго интеграла, какъ 


предёла суммы, очень затруднительно, но д®ло упрощается олаго- 

_ даря дифференптальному исчиолен1ю. Именно, разсмотринъь такую 

_ фунвкдею Е(х), производная которой: Ё' (х)} = #(х):. 14 4 - В» | 

Напишемь равенство: #(х)ах = #(х) Ах = аГ(х). 

Имфемъ также по опредзлен1ю производной: : 

ь В(х + Ах): = Р(х) 
А.х 


= № (х) + ви, 


откуда 


> Р(х + Ах)" — Ех) = Р'(х) Ахте Ах = 4 Ех) +в Ах 


и 


нли 
Я Р(х) = Е(х) Ах =.Р(х + Ах): = Ех). - а. Вх, 


Выразен1е #(х) А х представляеть площадь элементарнаго пря- 
моугольника. Написавъ выражен1я для во$хъ площадокъ и сложивъ 
ижъ, получимъ ве предёл$ всю искомую площадь: 

Ох Аж = Е(х,) - Р(а) - 25 А ж 
Е(х.) Ак, = Их) 2 В(х,) -в, Ах, 


(А. ДА рр = Ра): - РЖ) - о & Хр 


Ех А ва = Е): - РЖ): - вр: А Ха 


1=0-=& 1=0—=* р 
2 (А ж = Е(Ь) - Е(а)- $ Ах: 
р 120 1=0 
и въ предёл%: 12 


к 
пред. _ & Их) Ах; -] #(х)ах = 
в" 1-й а 


1=и-1 
= Р(Ъ). - (а) — обед. еч Ах. 
1=0 


Оря достаточно большоме о - еч будетъ сколь угодно мало п 
абоолютнои величин. Обозначивт черезъ в. наибольшее по абоолю 
ной величинв изт чиседь е;, будем имёть |ез| “ев, и потому 


13 в; А ж;)1 3 [24| Ах; < | Я Аж: = |1 (6 - а) 


39 
и въ предёле я 
пред. _,, вч Ах; = 9; Е. 


такниь образомъ * р Е 
[ (ках = Р(ь): - Р(а), я 
г Е ; 


ГД в(х) такая фузкцзя, что №' (х). = Е(х), 


ы 
Для примфра найдемъ площадь параболы к-го порядка, отнесен-_ | 
цой къ касательной при вершин и къ оси симметр1и въ прямоу- — 


гольныхъ координатахт; уразкен1е ея пусть будетъ: 
. ` фе ку, 
гдё К >.1; такъ какъ : 


+: +: 


* К х х 
= = жк з 
) х (здёсь Е(х) х’, Е(х) т 


х 
К+1 


( 


), 


то площадь въ предфлахъ отъ О до 1 найдется слфдующимь обра- 
_ зом: т 


Е а к х Й 1 
: = ах = р 
| Е р ет 


_ Води бы было О <К< 1, то парабола имфла бы такой видъ: 


м. х 
|2 р 
Фиг.3, Фиг. 4. 


Ес не всегда возможнос найти точное выражен1е площади `ву- 
темъ интегрирован1я. На практик% могутъ встрётиться слёдующ1я 
затруднен я: 

1) Не всегда возмохно найти Р(х). Наприм®ръ, положивъ 


а И вх). 
х 


мы не можемъ найти Р(х), такт кавъ такой функц1и, производная 


11 х 
которой равна › Нёть среди извёстныхь намъ функи1й. 


2) Кривая у = ЁЕ(х) задана не аналитически, а графически 
(запримёръ, въ техникё). к 

3) Задавы отдёльныя ординаты кривой у = Ё(х). Для этихь 
случаевь необходимо составить формулы приближеннаго вычислен1я 
`интеграловъ. Общ1й внидъ формулъ приближеннаго вычислен1я инте- 
граловъ слёдующай: 


Ь - 
[ Е(ж)ах = (6 -а): [С,#(х,): + СьЕ(х») +... * СуЁ(ху)], 
а 
‚РАВ: С., С», С» ‚... Сь - постоянвыя числа, ах,, Хх», Хз... Хк 
‘абописсы ифкоторыхт промехуточныхь точекъ мехлу аи Ь. 
Здфсь мы имфемъ 2к постоянныхъ. Вс формулы отличаются мех- 
ду собою: 1) числомъ Ки 2) выборомъ поотоянныхь С; их.. 


== 


Если мы назначимъ заранфе ш зависимостей между 2К востоян-_ 
ными, то наша задача будеть состоять въ томъ, чтобы распоря- 
диться остающимися (К - ш) зависимостями такт, чтобы наша фор- 1 
мула приближеннаго вычислен1я была точною для цёфлой функц! 
возможно высокой степени, именно, степени 2% - ш - 1,такъ какъ 
зисло произвольныхъ коэффиц1ентовь такой функифи равно 2К-ш. | 

Прежде чём» идти далёе, преобразуемъ нашь интегралъ, введя — 
новую перемённую. Полохимъ 


Ба ьв-а 
х= —+ 


2 2 


Найдемъ при какихь значен1яхъь $ это выражен1е, обращается 
въаи въ Ь. Подставляя выфсто х его значен1я авь, получимъ 


$. 


ь+а  Б-а 
= + — 


. в : в 
т Б+а Е $ 
Р 2 й : 
откуда - 
а-ь ьЬ -а 
< =-1 и \= =+1. 
р-а ь-а 


Дифферениируя выражен1я для х, получимъ: 


Ь -а и 
4. —— 4. . 
к = —5 3 
Если мы теперь подставимъ выёсто х его выражен1е въ #(х),. 
то получимъ функц:ю отъ % 


Б+а Б-а 


Е аи 0 = 


& нашь интеграль представится въ видё: 


ь +1 Е ы + 
[ Еодах = [ #(ь) -- ма - | в(+)аь = 


а ыы а 


к 
= (ь-а% С; Р(%.), 
д=* 9 3 х 
причеиъ 
Ь а. Ъ-а 
ЕР . 


Такимъ образомъ мы избавились отъ чисель а и Б и пришли къ 
сл$дующей формулй приближеннаго вычислен1я площадей 


к 
#(4) а = ВИ = 2[6.(%,) + СЬР(+,)+...*С,Р(4,)], 
эт С РАНАЯ %к представляютъ нёкоторыя числа, заключенныя мехж- 
: ду - 1и + 1. Постараемся найти услов1я необходимыя и доста- 
точныя дая того, чтобы приведенная формула была точною для ц#- 
_ лой функц и Р(%): нёкоторой степени 2р-1. Разложивъ нашу функ- 
О ь въ рядъ по формул Маклорена: 


ир-+ 


И 2р-* 
Р 0). 
; (2р-1)1 (о) 
_ Радъ обрывавтся самъ собою, такъ какъ производныя порядка &р и 
_выше равны 0, й 
_Интегрируя этоть рядь, получимь слёлующее: 


| ый о +ь +3 + р 
ОГ ба -/ ‘Е(Оаь "| 1 Ре (о)аь + Е р (о)аы... 
1 й Е Е 


_ В(Ь): = Р(0): + у Р'{О): + т Е{ (0): + + 
= : т 1.8 ЗЕ: 


>. - а 


+1 эр» 

% 2р-\ Е 
а — |. „ 
Г. РТ к 


Вс входящ1е сюда интегралы имфютъ видь 


чат. Ка +: О - если К нечетное 
] т К+1 с Ре — если К четное 
В - КТ 


А потому окончательно имфемъ: 


В а а ТРО, 
= . = — = ——_—__—__—...(» 
Ма . ааа 2р-1 (2р-а)Я 
По формул Маклорена можно написать: 
т 2 ра 
= 2 (0); +1 1 (0) + во ОР (9), 
#(6;) (0) 1 (0) + 12 (0) = + 0" (5) 
Помощью этой формулы составимь выражен1е 
; й 2 
28 С;Р(ь;)-. 
: ва 99 
® Получимь слёдующее: 
к к 
2 Е = 2Р(0); 2 С; + 28' (0): 5 65%) и 
эр-+ 
Е"(0): 2 2Е (0) 20 
В АМ (.. (жж), 


Выраженая (*) и. (*»*) представляють собою лёвую и правую 


части равенства 1: 
+3 к 
т (= 2х с; Р(&)), | 
—\ 9=3 
а такъ какъ это равонотво должно быть тождествомъ, то прирав- 
вивая коэффицтенты при производныхь одного и того же порядка 
въ выражен1яхь (*) и (**), получимъ 2р условай, необходимыхь и 


достаточныхь для того, чтобы наша исходная формула была точною 
для цёлой функц1и степени #р-1. Эти услов1я слёдующуя: " 


> ы В 
С; =1 25:4) 0 ры а | 
й а же 
25:4) =0 2064; = №. 25; р „А 
2 ь 5 эр-* 
26.4 = № 264=0 164, +0 


Если мы хотимъ, чтобы исходная форыула была точною для Ц®- 
лой функл1и степени #р, то къ предыдущимъ услов1ямт присоеди- 
нится еще (2р+1)-се услов1е а 

2р 1 в 
Е 
Итакъ, если число заранфе заданныхь зависимостей будете 
‚четное, то ‹ : 
2к -ш= ар 


и мы поставииъ условзя (А), чтобы наша приближенаая формула бы 
ла точною для цёлой функи1и стенени 8р-1. ‹ 
Если же п нечетное, -то 2К — ш = Яр + 1; тогда мы поставимъ 
зависимости (А) съ присоединен1 емь 
2р $ 
$ С; ет 


и тогда формула будетъ вЁёрна‘для пёлой функц!и степени 2р. 
Разберемъ теперь 3 частныхь случая выбора чисел и и с... 
1 случай: Формула Гаусса. ыы 
Въ формул Гаусса нётъ вовсе заранзе заданныхь зависимо - 
стей между ©; и с, такъ что п = 0, и формула 


+1 К 
$ Ра = 28° СЫ.) ..... НЙ 
—& 9=* 


-. будеть точною для ифлой функц!и степени 2К-1 (или нихе), если 


6; и “) подчинить уравнен1ямъ: 


1 
25 = 5›--- 804) = т» 80;4} 


Чтобы найти отсюда с; и м замфтимъ, что при выполнен1и ус- 
ов1й (*) формуле (Т) должна быть справедливою между прочимъ 
для фузкц1и вида 

ы(&) 

Е() = лз(&) = =. 

, : зы ар › 
дв ы(%) = (в -%,) (6 -%,):... (&-щ) и: =1, 2,... К, такъ 
и эта функция ^;(4) будетъ степени (К-1). Подставляя же въ 
ыы (1) #() =^КО, мы находимь, что 
Р(4;) =^1(%}) = О при} не = 1 
Е(Ь;) = о = 


_ (при 6 = щ, (0 представляется въ неопредёленной форм с р 


° во раскрывая эту неопредёленность по извёстному правилу, най - 
_ демъ истинное значене = 1: 


ыы 


ее 1 
‘ыы 
1 
Итакъ, при.Р(4) = Л;(4) изъ формулы (1) слёдуетъ: 
^ +а 
Г ^; (ан = 20; , 


—1 


=: 


откуда . 
и Оч 

в: = Ре ВА МОРЕ «бы: 
2-1 (- в) 

при .1=1, 2,... Е 

{ Такимъ образонъ всё числа с; будуть извёстны, если намъ 

° удастся а зисла &;, представляющ1я корни уравнен1я степени 

К-ой: в (+) = 

Для НАЯ функцаи м(5), замбчаемь, что воры (1) 

На должна быть вёрна для всякой функц1и вида 


Р(6) = в(4) (0%, 
если степень цфлой фузкщи $(%) не превосходить (к-1)  (лакъ 
_ какъ тогда степень №(+%)ъ(%) не выше 2к-1); подставляя это вы- 
ражензе Ё(%) въ формулу (Г), замёчаемъ, что Р(ь;) = О при войхь 


- 44 - 
3 =Ъ, 2,... К, такъ что формула (ТГ) даетъ для опредёлен1я в(%) 1 
_ равенство 


+1 
] ЕСО О (»") 
-—1 
справедливое для всякой цёлой функи!и $(%) стешени не выше 


(К-1). Отсюда можно найти в(+) слфдующииь образомт. Составииъ Е 
функцию : 


к 
с беереь (& + 1“ ' 
$(%) = и з(-1) + ког * (-1):+.... 
2к 
(6+1) к к 
Е ш (-) = (4+0 ч(%), 
гдё 4($) - цёлая функн1я степени К-ой; тогда 


;09 а 


(&) = в(-1) + -- ш' (1): +. : 


* 


м. (1) = ($) $. 
35. 
| 


(по формул Тэйлора), и формула (*") дветь 
+ 
] ОГ = 


—1 


Прилохимъ къ последнему интегралу К разъподрядь интегри-о 
рован1е по частямъ: 

+1 : 2 

к з 

= $ (Юла =. 


— - 


+\ +\ 
в ев = |“ “со.2с9 


— 


К 


5 + +: зе: 
: | (2) оо] оо О 


к-з 


в. | О О ООО 


2 . +: +а 3 те 
ЕЕ “5 + (50 ‚ (ы эсыаы Г 
во такъ какъ ф(%) степени не выше (К-1)-ой, тоф (и) = 0; окро- | 


мё того, при { = - 1 выходить 


8(-1) = 4 (1). =....=9 С = 
такъ какъ Г к 
ФК) = (4+0 (0 


нызеть К кратный корень *% = - 1. Итак+, внося в+ формулу 


= За = 


ы + : 
[ (+): ( дав = 


за. 


найденное нами те посл дняго не получаемъ: 
ва аз ы ааа (0: 
ива" а) = 


_ и такъ какт функция $(%), степени не выше К-1, совершенно про- 
о а то предыдущее равенство и чтобы 


$(1): = $'(1):=.... = о а) =0; 


т.е., ка основан1и чеоремъ Высшей Алгебры (гл.11, 6$ 8, курсъ 
проф. Адамова чтобь &(%) иывло мномитель (+ - 1), а такъ какъ 


к 
Ф(Ь) = (6+0 40 
иу( 6) какъ рззъ степени К, то должно быть 
к 
7 У(+) = А(&- 1) (А постоянное), 
и слёдовательно ы 
ФК: = 4-0, 
отсюда «находим»: . 
ь а. К. 
о (= ФЕИ 01, 
4% 


в = Ру(+) 


представляеть полиномъ Лежандра степени К-ой, и слёдовательно, 
в0ф его К корней %,, 1,,..,. &х представляючь числа веществен- 
„ныя и различныя и заключенныя между - 1 и+ 1, какъ доказано 
‚ въ Высшей Алгебре. : 

Итакъ, оказывается, что услов1я (”) выполняются, если за 
_ Числа %,, 1,,.... &к взять К корней полинома Лежандра Р\\\), и 
тогда числа С; могуть быть опредёлены уравнен1ями (*') 


Е нм э(баь 

ыы Е 

| за/_, фа) 

_ ипи найдены изъ системы (*). При этомъ формула Гаусса 


+1 к 
+ (5) =2$ С); 8(&,) 


а 9=з 


или. 


ыы 


о * х 
]. Я ах = а в ь). 
2 ое За 8 2 
будеть точною для цёлой Ффункц1и стёпени-2к-1 (или ниже). 
Разберемъ 2 частныхь случая: 
кзё:. 


а" | 4? 
Рь(+): = — [(4* - 1) ] = —_ [45° - 2+ 1] 12-4, 
д? 2 


откуда 


Итакъ, формула 


+1 
Ё в(+)аь = 2} [Е(- ты + Р(+ 13 ‚или 
з 


г УЗ УЗ- 
з р -а ь+а 1 УВЫ + 1 ъ 
[ Е(Юах = И Ак ВВНИЙ НЫ ны 
а 2 28:8 32 
вёрна для пблой функц1и степени З-ей или ниже 
К = 3: 
4 94° 
Р.(%). = —- [(&* - 177] = — [41° - 34° + 34° - 1] = 
9" ква 
= 1204^ - 72% = 24% (56° - 3). 
Отсюда ; 


И и буаемену 
С,, С,, С. опредвляются системою 
+0: +6 :=1 


такт что 


ула 
+1 ° — — 
Г РОБ ак = 7,[58(-и %) + 8Р(0) + 5Р(+ у 9, )] 


а . 


ь ти 
] а К В 
а 


18 2 
р+а бе ЧС 
т 
_ оказывается точной для цфлой функц!и степени 5-ой или ниже. 
№ При большихь значен1яхь К числа с. представляются уже во- 


№. . 
° обще иррацзональными. 


11 случай. Формула Еотвса. Числа Ч принимаютъ значен1я, 
равностстоящ1я другъ отъ друга, сть - 1 до + 1, такъ что имё- 
емъ К услов1й: 


2 
ь и т 
а 
. она 
к-1 


®° Число заранзе заданныхъ услов1й ш = К, Въ нашемь распоражен1и 
| остается ЯК - ш = К условёй, которыя совпадаютъ съ первыми К 
°—  уравнен1ями системы (А). 

з Положим К=а, 

; 


Имфемъ услов1я для %; и С;: 


= +1 
6+ С =1 отсюда С = С, = 7, 
Е 7 26: +56, =0 


Это услов1е не выполнено, такъ какъ С, + С, = 1. 
Имфемт: 

а всраь = а Е(-Ь): + РС 

или сы 


Ь 
| Е(х)ах = (6 - а) [И Е(а) + #,#(5)1. 
а 
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Это извёстная фофмула тфапеузй. Она точна для цёлой функ 
ц1и 1-ой степени. Для функц1и степени выше 1-ой она приближен- 
на. у 

К = 3. Имфемь условая: 

ыы а +1 
С, + С, + С =1 С: = 0, = р 


- С, +С 


Г 
© 
с 

к 
и 

> 


С: +, = 
\ Если мы возьмемъ 4-е усло- = 
в1е, то окажется, что око’ 
случайно выполнено: } 
- 6, + 6% |] 
Услов1е же пятое: в С, = 
= И не выполнено, такъ о 
какъ противорёчить 3-му. 


р 
> 


| ВЕ Рав = 21%, (1) + 9, РО) #7, Е 


а 


5) + 7,15). 


ь а 
| #(х)ах = (6 -— а) [% (а) + “ЕС 
а 


Полученная формула есть 1-я формула Симпсона. Она вёрна для г 
цёлой функафи степени 3-ей (так какъ выполнено услов1е 4-е} 
и ниже. < 


ка. Для этого случая услов1я будуть слздующ1я: ыы 
аъ рые т 
4 уравнен1я системы (А) даютт: Е 
Об ее С ь 
С ИС, оао и ' 

6: + И ее 

29 М + в бо 
Вычитаемь изъ (1) (3): у 
И.И, ь 


вычитаемъ изъ (2) (4): > 


ь изь (1) 


С +0, =, 
второго, такъ какъ С» = Сь:. 
< 6::= 6. ‹ 
фдовательно: 
ее Ь 2 


_ Такимъ образомъ 

+1 м : 
| В(в)аф = 2[%8(-1): + РСЯ): + ЖЕ(+ 9): + (+1) 
у -а 


О 


Ь 
Збодак = (в-а) ера): + Ва + А). + Эа + 


Услов1е пятое: 

С, + Ясь >: нс + С. ия я 
не выполняется, а потому формула вЕрна только для цфлой функ- 
чаи степени не выше 3-ей. Это 2-я фофмила Симпсона. 


Заипчанзе.1. Обыкновенно вычисляемую площаль дфлять пред- 
арительно на п полосъ сть равными ‘основанями и къ каждой по- 
ео прилагаютъ формулу а или Симпсона. 

Положимь сперва намъ 
нужно вычислить площадь 
по формул% траневай. 

Раздвлимь  основане 
на п равныхь частей (см. 


чертежт), и обозначивь 7: 
Ф 
Ах Ах= а 
Фиг.6. п 


риложимъ къ каждой части, заключенной между ординатами у; и 
`У1+. Формулу трапец!й : 
, 91 = А ху: + %51+:1. 

: Чогда, если взять сумму всёхЪ полосокт, то всё орлинаты, 
_ кромф Уз. й уп ВОЙДуть въ формулу дважды, а потому будуть пмЗтТЬ 
кооффии1ентами ве половину, а 1. ВряОАе для площади будетъ 
акое: 


ФА 2 


сд а бань ба Он 


= - 


бах Г, бу 

При вызислен1и по 1-0й формуя& Симлсона поступаютъ нёсколь- 
ко иначе. Такъ какъ въ этой формул& площадь вычисляется по 3-мъ 
ординатамъ, 10 на чертех& веобходимо провести средн1я ординазы 
(см.чертехь). Здёсь обозначинъ: 


ЕВ 
Фиг. 7. 
Тогда вся площадь выразится такз: 
Б-а 1 
9 = т (55: +45, + У») + (у» + 49, + Уд) +... 


. * (Эда. * 4Уьо-л + Уз)]. 
Принимая во вниман1е, что 


можем написать 


© = Щи [55 + Угр + 2(У2*У.*.. .+Узи_ь) + 4(у,+У.*...+Угн_ а). 


рим 


г вычислен1я по 2-ой формулЪ Симисона, а. дв про- 


ъехуточныя ординаты (см. чертежъ). 


$иг.8. 


*ВЯСЕАЯ ИАТЕИаТАКА". Проф. 4. 4. 4Д4НОБ$. 


ен 
сы Чы 


Я 


= 


Тогда, полагая 
Б-а 


В х= т 


получим 


р -а 


© = 5 (у * Зу, + Зу»: + ув) + (уь + Зу, + Зуь + уз). + 


+ ..:. + (Уз0-а * Уздое + Уво-: * Уз)] = 


> Ах [6, + узо + 2(уз + у +... + Ура) + 
+ ВСУ Кун у 4, № Ув + Зал.) 


Замичане 2. Въ первой формул Симпсона число частей, на 
которое длится основан1е, всегла четное. Если же задано не- 
четное число такихъ частей, то посладнюю полоску  вычисляютъ, 
зам$нивъ неизвёстную кривую параболой 2-го порядка, проходящей 
черезт концы ординатъ (см.чертехт). 

Обозначивъ до- 
полнительную  пло- 
щадку (между орди- 
натами Уп и Узпьа) 
зерезъ а, вапишемъ 
выражея1е для всей 
площади пока въ та- 
комъ вид: 


Ах 
@ = —— [улузь + 2(У,+9.*..+Узнв + 4(у+уь*.. ЧУврь) + а. 


Вычисляемъ теперь отдфльно площадь 9. Для этого припомнимъ 
свойства параболы (см. чертехъ) . 


1-е свойство. Если черезъ точ- 
ку касан1я проведенъ д1аметръ, то 
касательная параллельна хордамъ со- 
пряженнымт съ этимъ д1аметромъ. 

Доказательство. Пусть дана точ- 
ка М(х, у), уравнен1е д!аметра, са- 
пряленнаго съ хордою, угловой коэф- 

. Фиг. 10. ‘Фиц1ентъ которой ш, будет удовле- 
творяться координатами точки М(х, у), так» что тождественно 


Ех (ху) +ш {, (ху). = 0, 


. откуда 


- Е - 19 - - ` 
ве (25% 
Фу (5,у) ° 
Напишемъ уравнеи1е касательной въ точкв М(х, у): 3 
х (ку + у вубку) + був) 0, | 


причеме # = 1. 
Угловой коэффиц1ентъ ея равенъ: 


Фубк,у) ” 
т.е. совпадаеть съ угловымъ коэффиц1ентомъ хордъ, чёмЪ и дока- ь 
зывается ихъ параллельность. к, 
2-е овойство. Площадь. МАС = 9%, площади МЕАС. оч 
Доказательство. При- — 
мемъ д1аметрь МО за ось = 
х-овь, а касательную МЕ ` 
за ось у-овъ. . Уравнен1е 
параболь, отнесенной кф — 
касательной вт точкё пе- 
ресзчен1я ея съ дламет- 
ромъ, сопряженнымъ съ век, у 


будетъ 
у’ = 2р:х. 
Найдем площадь МАС _ 
Фиг. 11. путемъ интегрирована’ | 
пл.МАС = За 3“ 2(х)ах = 531 | ы УЗрах ах = 


ые ау а 3 : 
= Ур, 51в :| Уре В ——| = 230 Ир; иа’я | 


о: И! 
= % 310 0 УЗра.а, 


Если Положить 9: 
ЧА = Ь =-МЕ = и2р.а , 
то 


пл.МАС = 9, аб З1п 6 = % ил.МВАС 
пл.МВС = И, пд.МСВЕ 


9, пл.РЕАВ, 


пл.МАВ 
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Обратимся теперь къ вычислен1ю 
площади 9. Во 2-му свойству параболы 
мохемъ написать: 
9 = 14.ВСВР + Я, пл.САОВ. = 


Ах 


а Я [Уги+: Е = 9: ы 


2 


+Ялх Су - Зо ва с 
Ах 
Фиг. 12. ы == урана + 252и — ИУ]. 
Вся же искомая площадь 


й Ах 
@ = та: 195: °# Уён * 209 +... + Яра) * 4(у, *... * Увр-а)- 


—_ 749 2-1 + 2Узц + А 
Прибавляя и вычитая въ скобкахъ 
У. и -й У2 п+а» 
окончательно получимъ: 
Ах 
$ а" [2Р + 41 - у» + Узи - я. Уги-1 - Ей Уг+ 4), 
_Гд8 Р есть сумма четныхь ординате 
- Ра + ув + а... * Уно 
а У сумма нечетныхь ординатъ: 
Е По НЕВЫ 
2-й случай. Фофмула Чебышева. Свяхемъ числа С) такими до- 
бавочными услов1ями 
бу бы = сб, 
Это даетъ намъ К - 1= ш заранёе задавныхь услов1й, а потому 
въ нашемъ распоряжен1и остается 
к -юш=к+1 


услов1й, совпадающих съ (К + 1) услов:ями системы (А). 


Имфемт: 


20, =1, 


откуда, въ силу поставленныхь нами услов1й: 


1 
С, = = =... бут. 


Остальння К услов1й напишутся такъ: 


8-0 
К 
25-3 

(А*) 2 =0 
) 
р" 
24-= 


ы к 0, если К нечетное 
$: = 
- ут, если к четное. 


Подставивъ значен1я с; въ коначныя формулы, получимт: 


+1 2 
ф Рак = т (РСЫ,) + РИ) +... * 2 


-з 


ь . ь -а Е | 
| водах = т би.) + Кд +2... * Иа, 
а 
ТА р+а ь -а \ 
х) = 2 + р *. 


Теперь вое дёло сводится къ опредёлен1ю *)- Вулемъ разсма- 
тривать значен1я 1,, %,, \,, .... &,, Число которыхь К, какъ 
корни нёкотораго уравнен1я степени К:. 

3 К К-2 . 
$ + р. + р» + ру фа. 
и постараемся опредёлить чиола р, р», рь› .... РК. 

Факъ какъ намъ извзстны суммы одинаковых степеней корней 
уравнен)я (*), то эти числа ра, рь, 0з....рк легко найдутся по 
фофмуламъ Ньютона, устанавливающимъ связь между коэффицентами 
и суммами одинаковыхь степеней корней уравнен1я 

$, = *. С р 


Эти Пормулы слбвующ я 


- 22 - 


$» + р:5, + 2р, =0 


За + рз5» + р»Б, + Зр» = 0 


Зк + РаЭк-1 + раЭкь + .... + Крк = 0. 


Въ силу услов1й ({А') имфемъ: 
О+р, = 0.5: р =0 
к 
3 * 20+ Зри = 055+: 2рь.= 0. 
К 
ера ао ре Ч, р» =0 
' 


к к 
Е о 


о 
+ 
> 
к 
1 
+ 
=> 
5 
> 
к 
© 


Для опредёлен1я р., р», рз.... и Т.д, имёемь рядъ уравне- 


най 
ра = рь = рв = =. 
д, 0 
г а ры О 
рр а * бр 20 


Написать эти уравнен1я очень легко, так» какъ законъ ихъ 
составлен1я зсенъ. 
Если К четное, то уравнен1е (*) содермить только ‚ четныя 
_ степени %, и слёдовательно, числа й попарно равны по абсолит- 
ной велачинз и отличаются знаками. Отсюда слфдуетъ, что, если 
разоматривать въ этой системё (4') слёдующее за этими уравне- 
вуяыи 8 % = 0, то окажется, что оно выполняется само собою, 
а потому всего выполняется (К+1) уравненйй системы `(А); слёдо- 
вательно, формула Чебышева при К четномт, оказывается точною 


- 23 - 


для ‘цзлой функц!и степени (К+1) и ниже. Если К нечетное, т0 
уравнен1е (*) содержить только нечетныя` степени %, и слёдова- 
тельно, имфетъ одинъ корень % = 0, а остальные корни попрежне- 
му равны попарно по абсолютной величинй и отличаются знаками. 


Вф этомъ случа слздующее за выполнениыми услав1ями усло- 
ь1е 


вообще не выполняется само собою; сл%довательно, въ систем% (.4) 
удовлетесряются (к+1) уравнев1й и форыула Чебышева при К не- 
четномъ оказывается точной для цёлой функц:и степени только К 
и ниже. 


Частные случаи. 
к=2. Уравнен1е для опред$лен1я ) - квадратное 
6+ р: + р, = 0, 
Для опредфлен1я р, и р» имфемъ уравнен1я: 
р: =0 
+ 20 р=-Ь. 


Рёшая уравнене 1” - И, = @, находимъ 


%, = Е = 0,577350 
УЗ 


ы-ае-ь 
сяздовательно 


ть ВБ ак = Е(- 5 + Р(+ 1; 
не УЗ 


-: ко Баз -я т 
2-98 2 2 


формула точна для функцфи 3-ей степени и ниже. 


[+ 


„ Ь 
] г(х)ах = 
а 


к = 3. Находимъ значеная &;:. 
Им рам" +рав рь = 0 


: ра = р. * 09 
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1+ 2р, = 0; рь=-Й. 
Рёшаемъ уравненле 
#*.- Дао, 
Для Ч получаемъ значен1я: 
= = 0,707107 
и2 
4 =0 


+1 1 д. 
у Ева = У [Е(- =) + 20) + Р(+ =] 
з у2 у2 


гь р -а . 
#(х)ах = Е [4(х,) + #(х,ь) + #(ж,)] 
а 


: Формула точна для функц1и 3-ей степени и ниже. 


к = 4. 
+ ра" + рай" + ров р. = 0 
ру = рь = 0 
+ ар, = 0; р - 
+ Ур» + 4р. = 0; = в . 
Уравнен1е 


4 - +. = 
биквадратное и амфетъ корни 
+, = 0, 794654 


4, = 0,187592 


8 =-\% 
=. 
+1 
ДД ‘ткозь + бы) ® бр) + а) + КЫ 


== 


=4 


ь Б-а, 9 
Жх)ах = —— [2 Ехк,)]. 
и. к 4 9=* 3 


| Формула точна дал Функц1и 5-й степени и вихе. 


о 


к = 5. 
Г-ЖИ +40 
+, = 0,832497; ц=-& 
$, = 0,374541; и=-ь 
ыы =0 
+ ++ 
2 5 
] ва = ЖЕ Е). 
—_* 9=* 
Формула точиа для функц!и 5-й степени и ниже. 
К=б. 


ии + и - Ж.=0, 


Эзо уравнен1е рёвается какъ кубическое подстановкой +° = у. 
Тогда получимь 


уу + Иу- Ув= 0 
0,886247; =, 


*: 


$» = 0,422519; 1 =-41 


4, = 0,266835 


«=-ь 


`. 


+ й в 
т аи я №2...) 


& = 
Аля фушьци 7-й степени и виже. 

= ый $. 148. 

6 360 8480 

%, = 0,883868; %=-\, 

%, > 0,529657; %=-\%, 

4, = 0,323912; ц=-ы 


4-0 
т. 


ы 7 

я НУ, 
(ба = 9 а в(Ь)). 
ля Чункц:и 7-й степени и ниже. 


К = 8. Уравненье для этого случая имъетт комплексные корни. 


— 


к=о 
. 
в 27 57 53 
И 18 = 
5 20 560 °* 28400 °“ 0: 


_послф сокращен1я на +, подстановкой +* = у приводиме это урав- 
` ^ нен1е къ уравнен1ю 4-й степени 


3 87 57 53 
а 


Значен1я %) будуть слёдующая: 


$3 =-0,911589 4. - 8, 

$: = 0,601019 5: =- 4% 

&з =-0,528762 ; +, = - в 

$: =.0,167907 $5 1. =- 
=0 


+4 5 
4 (Йа = %, 3: и. 


ыз 
й 
_ Формула точна для функц1и 9-й степени и ниже. 


ПОСТРРОЕНТЕ НИТЕГРАЛЬНОЯ КРИВОЙ СЪ ПОМОВБЮ ФОРИУЛН 
ТРАЙЕЦИЯ. 


Мы уже знаемъ, что площадь въ предфлахъ отъ а до 6 вырама- 
ется опред%леннымъ интеграломъ 


^ 


] о (аа. 
2 


Если теперь считать верхн1й предзлъ перем ннымъ, равнымъ х, 

_ ло и‘сама площадь будетъ функц1ей этого х. 

| Условившись откладывать по ординатамъ въ чавёстномь мас - 

_ штаб ‘численныя значен1я площадей при заданныхь абсциссахе, и, 

г соединяя потомъ крайн1я точки ординатъ плавной кривой, мы по- 

лучимъ такъ называемую "иниезрольную кривую". Уравнен1е ея слё- 
‘дующее: 


тк х 
у -/ у 4х = Е(Х):. 
а 


Построим интегральную кривую по точкамъ съ помощью ‘форму- 
лы трапецуй. 
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Дь*еыъ: 


при У: И ух = 0 
а 
» 2+6 


ия аыВ Г 
а 


Причемъ мы обозначимъ 


х 
и 
© 
< 
[1 
ь 


В в 
зах = 5 (Ук + у): = 52. 


Зи: =. Ук * Ук+а- 


Далзе при х=а + 2: 
- 2+28 а+в а+2в 
т -[ уах ф уах ы ух = 
а а а+В 
в 
2: = - (2. 4 2.) 


8 


Се. „ 2+8 а+36 г в 
= удх = 1, + уах = 1, + - (у, + у). = 
а 2 
В В В 
2 (8, + 4) +5 +5 (2, + 4, + 4) ит. 


при х=а+ КРВ:, 


> Ь 
к -Я (2, +2, + + ее: #2). 


Составим слфдуйщую табличку: 


+ (2.+2.) 


2:12. (2. +20*2. 


2:+25+2. +24 (2.42242. +54 ): 


0 
в 
2 
ь 
2 
в 
2 
В 
2 
ь 
Е 


|212. +2424 125 (2+2 2+ 24+) 


Послздн:Е столбець ея закличаеть въ себ значеная ординать 


- 25 - 

интегральной кривой. Покажем, какъ построить ее графически. 
Представим» единицу площади ревной 1/1 единицы длинь, гдё 1 
‚есть изкоторый стрёзокъ прямой. Тогда получимъ слёдующ1я выра- 
‚жен1я для ордеватъ интегральной кривой 

- Г: 1 

У; = 5 22, . т. 

Найдемх теперь приращен1е ординаты при изыфнен1и х на х+1. 

Имземъ: 


в 1 к) 
Би: = 5 -утаЩ, 
аткуда в 2 
А 
В 1 


у 
= мы можемъ построить. Это есть перпендикулярь, опущенный на 


ось х-овъ изъ средины хорды, соединяющей концы ординатъ У\;_, и 
Ук», и равный 

2 . К * Эк: 

2 2 : 

Чтобы постровть А у,_,, поступаемъ слфдующимь образомъ. Для 
первой площадки сткладываемъ отъ ‚точки М, рлёво длину 1 = М, 2. 
Соединяеыъ точку 2 съ №; проводя изъ точки „А прямую, парал- 
лельную 2№, получимь ве пересзчен1и ея съ ординатой у, тачку 
А, интегральной кривой. Вт самомъ дфлё изъ подоб1я треугольни- 
ковъ 2М,М, и АР,А, слёдуетъ: 
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2 
вли, такъ какъ М.М, = Е. 


2 Е 
А.Р, = в 


х 


Откладываемь отф точки М, дливу | = М,2, и соединяя точку 
2, еъ № праводимъ изъ точки А, прямую, паралледьную 2,Н№,, до 
первсйчен1я вя съ ординатой у», получимъ А, инзегральной кри- 


зой, чакъ какъ ь 
94, _ 2 
Г 3“ 
откуда 
Чл, в. Жо таз... 
Вая же ордината ж 


Ра Х, , 


Равсумдая подобнымь образомъ, мы, навонець, построииъ вов’ 
янтегральную кривую АА,А»...Ал. 


ИНТЕГРИРОВАНТЕ ФУНКЦТЯ. 


ОТДвлЛЪ 1. 


ИВТЕГРИРОВАНТЕ РАЦТОНАЛЬНЕХ® ФУНКИТВ. 


ЕлАССЪ 1. Ннтетфирован1е цьлыхъ функуай. Интегралъ всякой 
пифлой функц1и находится на основанйи слёдующихь основныхь фор- 


мулъ интегральнаго исчислен1я 
0+1 


Ш. х * 
и (в+-1) ‚ 


Ге Е(хуах = а У 2(х)ах 


Уго + ьоддвх > а + рыба». 


Первая формула даетъ интеграль степени, гторая показывает+, 
зто постоянное число можно выносить изъ подъ анака интеграла, 


з третья - что интегралъ суммы равен сумы интегрзловт. 
Поэтому: 


0-—* 1-2 
и ыы а а 


Ш 1 2 


х х 
*....* а, р + ах + С. 


х 
о Ва еа 
ит Ш "‘а-1 


Кл4Сс$ 2. Иниетрированле рацфональныхь дробей. Въ высшей 
алгебр доказывается, что всякую рац1ональную дробь НЙ кохно 


Р 
представить въ видё: я 
20%) = 4(х): +5 Е + Вел -.... + ва, + 
Ро) (ха) (х-а) к 
ИЕ а. 
(х° + рх + а) (х’+ рк+а) х* + рх+а 


гд% у(х)- выдёленная изъ дроби цёлая часть, которая получает= 
ся въ ломъ олучав, если степень Ё(х) 2 степени Р(х). 

Умножая на 4х и беря стъ обфихт частей равенства янтегра- 
лы, получимъ: 


#(х) 
ах (х)ах +5 + А, А? 
Р(®) и р ыы Ли 


и — в. а. аа ‚|. 
ый ржа) х'’+рж+а 


м ком относится кт классу 1; слёдовательно, 
намъ остается "только язучить интегралы слёдующихь двухъ ти- 
повз: 


4х 
1-й тип: — нтк. › ГД © > О и цёлое. 
х—а. 


2х9. +0 
2-й титъ. -А - —1 4х, гдё ш >! О и цблое. 
(хе + рх + И 


1-й типъ. - Этотъ интегралт легко рёпается, если мы 4х за- 
мёнимъ на 9(х-2). Тогда, въ случав я >' 1, получим: 
0+1 


(ха). _ а). -1 
ра): ав). а Е, 
Те :Ге ь м Е (=1) (жа) ы: 


„Въ случав же «= 1: 


АТ: 
4х _ [® (жа): р | 
—=! ——-= --а). #- 
а х-а то За) О р 


8 
согласно основной формул ТЕ = Бо у+С. 
2-й типъ. - Прежде всего сдёлаемъ въ инлеграл® 
” Рх+ 9 
] — и 
(хе + рх + 9) 


нфкоторыя преобразовзан1я, а именно: написавъ 


ИР 


обозиачимъ 


Тогда 


Перепишемъ нашъ интегралъ: 


рх.+ 0 ра) 
х ие - г. 
ее В. те а2=Р 
] (х°+ рх + 9). 2 + к*) 
о. Пе ЖВ 
к) 
Первый интегралъ правой части берется пегко: я 
1 Е 
= ПЕ ВИ =, Ю>ф. 
х 1 242 1 4(2°4к*) —а 2 (ш=1) (27 к”) 
2+ 2) м я 2 2+2), 
(ке) (21к“) 218 (2 + к), М 
Въ окончательномъ результат пужно только ввести значене 2;. 
ы р УЙ 
$ ы ы 2 . оК= у 
Займемся теперь вторьмъ интеграломъ 
`4= 
= 


ее) 
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и выБодемъ для веро фофмулу приведен1я. Перепишемъь интегралъ 
№ 1; 2$ такомь вид®: 


2 + К? ыы ео 
ЕН ыы ы: 
к" (2+ к") к" (2 + и 
_ Здвсь для удобства мы беремъ только знакъ + въ выражен1и # к. 


.2242 


Равсмотримь пока интегралз: =. 
(27 + К?) 


Ср 24а -/ = вая” + к*). 


Е еЫ 


: (2+ к*) 

Е Интегрируя по частямъ, получимт: 
Е Г ВНЕ 
Е 2(0-1) (27 + к)" 20-0 (+ кг) 


с 2 1 т 
яр олень 72% | . 
(ит + к" Вы) № 


Подставляя теперь найденныя выражен! я для С г вВЪ 
Ти, получимь: (+ к") 
Е 2 
Е а я 
к ].-. %* (20-2) (а* + к?) * те м 
2 2ш-3-1 
АВ ВИ 


к* (20-2): 2° + К*) 2" 28-2’ 
Введя при К° оба знака *, получимъ общую формулу: 


СЕВАРЕ ТУЛЕ АИ 


„.(*). 


92 2 ‚ 28 -3 1 92 
] кВ Завет 8-8 зе] уз, 
Повтаряя закое понвжен1е степени знаменателя каждый разъ на 
единицу, всего (1) разъ, мы придемъ къ интеграламъ: 


о 42 : (72 
дк ай 


`8 эти интегралы легко Е а А именно: 


у |= а. 3: ато у + С, 
г: ен < ; 


а. 
> согласно основной формул р эгееу+С. 


ТТУ 


а а (век). — (в). те 42 42 
т Е 


а =-к - 
+ 9- 


= ФФ 


Чзоон получить окончательный результать, нужно въ отихь 


формудахъ выёсто в подставить х+ = . При нахожденАи инте- 


граловъ указаннаго 2-го тива въ частныхь случаяхь мы бу- 
демъ пользоваться общими разсужден1ями, а не самой формулой. 
приведен: я. 


Примьръ 1. Найза 3 
+ 3х -2 


(х- 1)*(х* -х+ 1) 


Вазловивъ подъинтегральвую функц!ю вз прос?йл+а дроби, по- 
лучимт: 


вх. 


х + 3х -2 ак 3х +1 х+2 
В" С К-Т (2-х. р 
Предложенный интегралъь распадается на 4 интеграла: 


[ х’ + 3х -2 ах 3х +1 9х 
—————— = + | —- 
(5—1) *(х?-х+1) (х-02 (ж’-ж+1)? х-1 


х+2 
> ооеенанные ФИ 5 
м. 


Найдемъ каждый интеграль отдёльно 


4х ` 
[ре пов - 1+0. 


Далфе, такъ какъ 
хе -х+1= (х- 4) +, 
10 полохивъ 
х- =, откуда х=5+ И, 


тВЫСЕЕЕ КАТЕКАТИКА". Проф. й. 4. 4АШИОВЪ. < Листъ 4. 


. 18 23+ % = аа" 7, ): _ 1. 
У (<*-х+)# (= т" (2 + %.)* 
_ тв : 
Ст {2 + тет а 


Первый интеграль находится согласно оснавной формул 


ее . 


1 } 
5 ии : : 

_ 8 ко второму мы примфнимт тресоразовакчя, указанныя въ общей 
_ теорфи. Но прехде, чём это дфвать, займемся интегралоит 


+ 
ры. 
х-х+1 


_ Преобразуему его ‚такхе, какъ и предьдущтй: 
Е. увы, 


5149 и 5+ я 
| = Улов + 9.) ла. 
Итакъ, искомый интеграль мы привели-въ виду: 


_ и’равень 
У» 


я 


х + 3х - 8 2 н 
ИЯ Г С > 
- (1) (х#-х+1)? х-1 окну: 


— И108(х* -х+1):- М - У 
Вайлемъ теперь йсслёди1о два ичтеграла 1, и Т.:. 


3 92 А -2 2242 
1, = Е] о ааа мн [= 
ты р: (2+, Ах (2+. 


г —4(=*+ аи): 2 3253 5 ^да 
т Е В 
а Г: А нЕ ни 


2 ВЫ х- 8. = 
И В 3 жж 6 . 


Интегралз 1, находится легко 


а 5% ы 
Е. -[ "— = р агстЕ НС +562 в агс45 Со + с. 
о АР УЗ УЗ УЗ 
2 
Окончательно: 
ы . 
Е ы Е ах=- _2- + 108(х-1) + % 1 2 
(х-1) 2 (х*-х+1) х1 х*-х+1 
а" ха: 62° юм Е 
х:-х+1 313 уз 


Особенные случаи. „ #5): Е 
1-й. Интегралы вида т 4х гораздо скорёе рёшать па- — 
х-а)- . 

мощью слфдующей подстановки, Положивъ ыы 


х- аз у, х ф 
будемъ имёть < 
ев’ у 4-8 
„ и" Я п 52 
Еж): = (ау): = Е(а): + у с ме Ее а уе Е 
= 9у. 
Сл®довазельно: Г #' (а): ео #(а) т В 
Е(х) 1 1.2 
— 9х = м. 
(х-а) у 
Г4 Я. 
- ко] ге НР 
у 1.2 у } 
Возьмемз примёръ на этоть случай: 
2-х #1 
9х. 
(= 1" 
Положимъ; 


х-1=уу тогда х=у+1. 
? ‚© 
(уни — (+ ей 2у *38 г 


в у 
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а : 
+2 АА а - 3 - 8 +с. 
У: 35° 3.49" Бу’ 3(х-1)° 4(х-1)“ 5(х-0* 


2-й. Интегралы вида: 


р 4х 
(и-а)" (ж-ь)" * 


гд8 шип - цёлья числа, вообще рёшаются такъ: 
Разд®лимъ Числителя и знашенателя на одинъ изъ мнолителей 
въ степени (0+0), положимъ на (х-5) . Получимъ: 


О затамъ полагаемъ = = у. Розьмемъ прим%ръ: 

| 4х 
Г я Г (+2), 

з (х-1)* г 2) 

; х+8 х 


1 
Юложивь = = у, выразимъ числитель черезъ у. Для этого ‹пи- 
_ шемъ: 
х-1 _ х+2-3 3 


—з — = - —- зу, 


х+2 х+2 х+2 


откуда дифференцировануемъ находим: 


ах 
ыыы: --° 


Изъ того же вырахен1я ныЗемъ: 


3 
ЕЙ аи ие) 


'Возведя равенство (2) въ пятую степень ия перемноливь съ 
(1), сразу составимъ числитель. В$ самомъ д$л$ 

3*ах 

{х+2)” 


= (1-у)* ау, 
откуда 


4х 
—= — + @-7"ву. 
(х+2)7 3* 


Йтацъ: 


м 


1 (1-у)"ау _ 1 1 
Т= -Я | аа = = : 5 (1-5у+10у*-10у°+5у“-у")ау =. 


а у 
в м-в Чью Ч -ю| 9+5 [в - [4 ] = 
с У* у 5" у 
0 


3-й. 


3 Ы Г 4х 
ас. 
1-й случай Если 65° -С> 0, то 
х* + 26" + С = (1* -— а):(х* В), 


гд8 а иВ.- вещественныя. Дальн%йв1й ходъ виденъ изъ примёра. 


Пфиипф%. 

] 4х у [ 8х т (х“+3): - (ж’-2): = 
1 (ж+х?-6): (х*+3)(х*-2): (х?+3)(х*-2): 

4х 4х 
Е" ] - 
| х*-2 = х +3 
.% № о О. 
2/2 х + уз Уз УЗ 


2-й олучай. Воли Б°- С < 0, 0 65° <.С, а это зребуетт, 
чтобы С было полохительное. Пусть 


С= 4’ в а>0. 
Зогда 
х* + 265 + бах + 265х° + 4 = х* + 24х* + 4* — 24х? + 25х?= 
= (хе +а)? -— 2х2 (а-ь)> 
пркчемь 4:- 0 >'(, такъ какъ 
< б= а* 

# потому, если Ь >' 0, 20 Ь “4 и4-ь> 0 ;- при Ь <. 0, оче- 
видно, чт0 9-20. 


ан 


$ 26х + СЕ (+4) 42 = (2+ 1х + 9) (х* - рх +9 
подъинтегральная дробь распадается Ба дзЁ, такого вида 


| 1 д. ‚Рак 0, 
2* + 25° +С х’+ах+а хаха, 
Примпр®. 
< ты 4х 


иг 


Разложимъ знаменатель на произведен1е двухъ множителей 
хате (54° + 25° + 12 3х = (4 +1) - (8) = 

= (ж+ж + 1)х° - 3+1). 

Тогда х 
1 Рх +9 + Рах + в. 


=-=^ --—— 


хе +1 + 3+1 5 - 3+1 


== -Ки--$ 


1= о еак, 
а+ьх. 


- гдз к, шиа.- Цлыя, воложительныя, Полагая Ра = у, будемь 
_ имфть: : 


ах = ау, еда м № 
ты *| ЕЕ 
ПУ а + ву 
Ифимьръ 
х 4х „ ая хе х'4х о О), гу’ау_ 
] 1*(х2)2 ие 1+х *| САЙТ 
Г: х°ах Е уж о, Чу 
1+х2 зы 1+9: 


я х 7 4х _ ах -\ ду 
Пн. 1+ у. 


остальные интеграл. №. , 
з = ах. х*6х | х‘ах 


Г РЯ 1х а = 


“ 
е упрощаются: Здёсь В =‘в.п = 1.8 = 2.4 = 4.2 = 8.1. 


5-. = Е Е 
=: у-* 


т -7=- Е ах Е 
х(а + 6х )Р О я) 8 С: а 


р 
Полагая х = у, иыфемъ: 
я сяфдовательно 


У(а Е Бу)Р 
Приивръ. . 


р Е ЛОВИ о. 
дах) а). 


Полагая х° = у, имфени: | 
187 :—- У 1. ры 
УС+У): | 9 У. -* Г. те + г 

ной дов ых 


&-й. Интегралы вида ГА 


ее 
1" (а+ьхо)Р 


й : 
вра К 2 п выгодно, не разлогая ва простёйвя дроби, _ интег 
‘резать по частямъ. Именно, полагая ы 

} 


№-п+ + х 4х 550 
о=х ду ———4 к 


ди = о АВ. Е А М 


‘ваходимь: аа ЗДАдВЕНЕ 9а 
Е неа ыы 
ан =. ох 
5 и 5 сы 


Е 
х ах х 
ЕК 
< } (ея 5)ё > ры хе 


Примофъ. 
4% 
з (1+ — 
а 2 &° 4% 
Г (1+1)? 4+ + а ен (1 +1) 


ое ее -1 + у 
(17+ 1)? а + 0 Е 


окончательно - 
4 С 


(1+ 4)? Я а 


+ %. агса & + С. 


ОТДзлЬ 11. 


ИНТЕГРИРОВАНТБ ИРРАЦТОНАЛЬНЫХВ ФУВКЦТЙ. 


#446с5 1. Къ этому классу относятся всё нь”. вида: 
Г: ый 
4х +Вп сах+Вт, дх+ 8, 2 
те р", О, Ее .. да», 
гд8 {.- знакъ рацзональныхь дёйствай надъ х и фувкцзями, стоя- 


щими в% сиобкахлъ. Вс% подобные янзегралыь ‚приводятся къ рац1о- 
вальному зиду подстановкою 


(—— 


Ч 


т, 


гд% М равно общему яаименьшему кратному всёхъ знаменателей п, 
0., а, ит. д.: 
№ = 0.н.К.[1, п,, п......]. 
Пусть 
и. н 
-=р, = =р., —=р..... 
р, Ра» Р2’.... -7 ЦФлЫЯ Числа. 
Дёлая указанную подстановку, получимъ: 
Г ЭК 
р +В а. = ур 
ух + 6 


—) 


Рьшвя, уравиевуе (+) отвосизельно х, найдемъ х, какз Функ- 


заю отв у : 
К 
х= (у ), 
причемь ясно, чт0 $ - рац1ональная функцёя. Дифференцируя, по- 
аузимз;: к: 
у ак 9" (99:9 ду = ч(у)ау , 


2д% У(У): - такие рац1ональная Функц] я от у. 

Теперь искомый интепралъ выразится рацзонально въ функц!я 
к" ы р п:р, я 
Т= | #1(У )) у, у *...]+(у)ау =  РСу)ау 
® призодазбя къ аедфау Г. 

Пример 1. 


`Здфсь 


и. 
я = х и сафдовазельно 


и 

о 
© 

в 
= 


Составим общее наименьшее вразное М 
`  з0.1.6,(6, 2): = 6, 
Полагая х= у‘, найдемз: 
тур их"; 
4х = 6у'4у. 
Предаоженный интеграль въ новой перемнной вырахается закъ 


1-87. в ор м-в очь, аа 
1+" 1+ у? 

3-1 
= %з* — 69 + 24640 - м0" + 2 шем; + С. 


ь уз Уз 
8ъ полученный инзеграяъ остается еще ввесзв. 


в— 
у = ух . 


.ч. 


Е Приширь 2: 


-Я о 
А са). а) © жьР 
щ+р” 


классу 1. Е 
—— = = %, получимъ: 


ш+р=%ф и ре 


ке ен “оне " 
В, _ а В 
Иа) (к пБудв (х 5): ЧБ 
х-а г 
— Этова интегралъ легко иаеноа подстановкой = ы 88 


Частный пфимьръ, 


ее 


У (х+2)2 
Здёсь выполняется указанное выше услов1е: 


2+3. 
: 5 


х +. У 
„Вынося изъ подъ знака корня множитель х+2, получимъ: 


т и МЫ той 
т ть вый, 
бе о" 2 ооо 


_ Полараем®: 


Дифференцираван1е равенства (*) дасть_ 


ри условзи Е „пвлому Числу этот интеграль относится КЕ 


х+2-3 3 : г: 

т 2-9 Е о: 

х+2= - а ЕО ок я), 
У" > 


= 48 - 


а почленное перемножен1е полученнаго равенства и равенства. 
(=*), по сокращен1ю на 3, дает: 

4х й 5у° ау 
+8 29° я >: 


Теперь имфемъ: 


4 2 
5 г-5[ ый УФУ ь! 
(1-у°) у" 1- у 


отъ ивтеграль относится кз отдзлу Г. 


К44СС$ 2. Интегралы вида 


З - а, у)4х_, 


гдё # - знакъ рац1ональныхь дёйств1й надъ хиу, а 


уз идх* 4 28х +С.. 
Общай видъ функц!и ЕЁ будеть: 


гдё а иь - постоянныя и К, 1, К, 1, - цалыя положительныя _ 


‘числа, Такъ какъ числа [ и 1, могутт быть четныя и нечетные, а 


ут = (ах* + 2вх + б)° | 


20+1 п 
= у(Ах° + 2х +0), 
10 очевидио, что результать всегда будетъ такого вида: 


#(х,у): = М: + Уи, 

—ы р и, (9). + У. (о. ' 

ТАЁМ, №, М,, М, - цлыя функцёи отт х. Вомнохивъ числитела и 
_ аваменателя на выражен1е, сопряженное съ знаменателемт, полу- 


чаи : : 
[м(х): + уМ(х)] [М, (х): - УМ, (х) 


ОУ = усе ИН, = 6" 
_ (жд: + у.@ (х): _ Рю, 9: о. 
Е ЕСН а -2 
= Ро; у°.0(х): вора 5 


300. * у.) 50: ЗУ’ 


в... - - 5-х 


- 44-- 


Ракимъ образом, какой бы рацзональной функцаей ни была 
Е(х,у), мы всегда можемъ подъинтегральное выражене #(х,у). шо- 
‚вл% нёкозорыхъ преобразован1й привести кз только что указанно- 
му виду, а потому искомый ивтеграль будетъ разень 


| бра» = || зу т ах а [- мы: 


Такъ какъ первый иятеграль правой части относится къ оздё- 
Н: ь ‚то намъ нужно изучить только второй. Выд®лимь изъ дроби 
х): 


ЗС 9 „ц%лую часть и разложивъ дробный остатокъ на простёйш1я 
‘дроби, получим: 


а ре 
() (х-а): (х®+рх+а) 


Искомый интегралъ ряспадается такныз образомъ на сумму 
‚сл®дующихь интеграловъ: 


т ‚4% _ гуСдах , 4х (рх + 9 
ЗА + [—щ^. 
55 у у (ж-а):.у (х*+рж+а):.у 


Здёсь имфемъ три тина ивтеграловз: 


1-й типтъ. | ча ‚› гдё у(х):.- цблая функцая. 


з 
2-й шипъ. [ оС 
/ (-а):.у 
3-й пипъ. р ВА - 4х, 


УГРИ 

(х?+рх+а): .у. 
причемъ мы можемъ ечитать, что внражев1е х° + рх + 4 не имй- 
‚ть вещественныхь корней, такъ какъ въ противкомъ случав мы 
могли бы его разложить на произведен1е двухъ множителей . 

(х-а):(х-Ь):, 
гаи _- корни этого зрехчлена, и привести къ двумъ инте- 
граламъ 2-го типа. 
Покажемъ на частномъ примёр%, какъ интеграль класса &, при- 

водится къ указаннымъ тремъ типамъ. Пусть данф интегралъ: 


4х 
т ‚ ПВ = "УЗ +х +1. 


Помнохивъ и числителя, и знаменателя подъинтегральной дро- 
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би на выражен:е, сопряженное ст знаменателемъ, получимз. 
г" р и я 
(2х+1)* - у? х* + 3х 


ый сут Зи + кар < 
2+ Эх "=; х(х+3) ‘3’ 


Выдфлимъ изъ дроби 


3х +х+1 


х(х+3) 
„щФлую часть \ 
Зе +х+1 | х* + Зх 
5 
- 3х’ +9х 3 
— вх + 1. 


Оставшуюся дробь разлохимъ на прост йш1я 
- 6х +1 А В 
+3 х' +3 
Умвоживь об% части равенства на х(х+3) , получимъ: 
| — 8х + 1 = А(х + 3): + Вх , 
откуда им$емъ; | 


позагая хз 0 | 1= ЗАкА= 


ы х =-3 | 25 = -ЗВ и В=- *%,. 
Итавъ 


2х + 1 ак 4х 
[= +3|—*+ У р 
7 в мч ЧА */ % зу 
Первый интегралъ относится къ отдёлу 1, второй, трет1й и чет- 


вертый - къ отдЗлу 11, причемъ второй - къ 1-му типу, а третай 
в четвертый къ 2-му- 


1-й випъ. 


_ Е 


28 у(х) `- пфлая функц!я птой степени: 
[] -: 0-2 
у(х): = эх +а:х + ах т 


у ="У д + 28х + С 


Тогда будемъ имёть 


у(х)ах 
] з 2-90 * а: 00+ Ва: + мя 
Выведемъ формулу приведен1я для интеграла Вах Для этого 
составимъ производную отъ х .У:. 
2 в-2 а 
(хо .У)' = (1-х су+ хх“ у’ = 
п-* 
х 


= еж "у 4 —— (Ах + В) = 


= 5 оеруахо + (ох я (лох + А+ вх] = 


> : Садко (ав вхо" (2100, 


Проинтегрировав» это выражен1е, получимъ: 


ж'.у = 04.0) + (20-1)8.0,_, + (5-0С.0 в» 


откуда 3 
0-3 
Ех (21-1)8 | (п-1)6 р 
Е ПА ПИ ст реа 
и въ частности, при п=1, 
О, = - Е [о] 
о ВЫ 


На основан1и этой формулы мы можемъ напередъ сказать, ка- 


у(х)ах 
кого вида долженъ быть результать при интегрированйи | — 


Въ самомъ дфлф, подставляя найденное выражен1е дая Оу, мы по- 
лучимъ вибсто перваго члена а,0, въ выражен!и интеграла три 
члена: нервый членъ вида 
0-2 
маи 
и два другфе, содержащ1е 9-1 я 02. „Соединяя ихъ во вторым 
и третьимъ членами въ зыражен1и интеграла а,0_; иа,0,_», бу- 
‚демъ имёть: 
Чх  п- 
о, уча, ра + а, ры + Феб» + 40 4*.. абы, , 


^— 


И :— 


Прим$нзя тотъ же спобобъ разсужден1я къ полученному второ- 
му члену нашего интеграла и идя далЪе подобнымъ же образомъ, мы 
найдемъ: 


(х)ах в п-2' 
И ы ее ах у+В.х у+ВЬОы + Вар аа. 04+... ая 


0-1 П-2 : п— 
2 ах у+В.х. Уу+ух У + уОбрь + у. Ор «ча50_.+...+ар0.,. 


Е [5 
Наконець мы дойдемъ до 0, = : Е 0. и получим: 


у(х)ах и-* 1-2 п- 
1 ке Вах У+у2х +... А куб, = 
0-2 - 0-2 п-2 
= ах у+В:х у+ух У+... 4 Аррьху + Мура +. Мб = 
п-— п-2 ‘= ы 
= у(ах + Вх + уах ах воз) ина 
Отс : Е 
юда исоремоа дах 
Ивтегралъ 1-го т = ‚ въ которомь ч(х).- цёлая 


функш1я степени п-ой представляется въ видё: 


0-3 р-2 


п— ах 
У(Бьх + Ь:х + Ь.х ох. 5) ву» 


ГВ ВЯ Ъь, 02.... бра» Эр - неопредфленные ксэффиц1енты, `ко- 
торые вычисляются слфдующамь образомъ, 
Хафферевцируя равенство 


\(х)ах 0-2 п-2 ах 
| а = уж ых + иен в Г, 


ииземъ: 


‚2 
ария + в, Бай + 
У 
Ах + В п-+ и-2 Ь 
(5 + Ь,х ай. 
у ох з. 0— у 
Умнсжая на у, получаем: 


— ‚2 — к 
Ре ны = (Ахе+28ж+ С) (В-1.05х° + об х +... 


. 0-2: 1-2 $ 
О АР ВЬИ а: С ЖЕ ак Е Е 
Сравнивая коэффацценты при одинаковыхе сзепеняха х ‘въ л8- 
= правой чести, получиыъ (0+1) уравнензе для опредёлен1я о 
} неизвфотныхь коэффиццентовт 6, 6,, 6,,.... Би. = 


& ` 


че 
^ 


Пфимюфъ. Найти интеграль 


#-х+1 
фа ах. 
У х* +х+1 
На оснонан1и предыдущей теоремы пишем: 
А Е 1 (ах +8): + ту зи: 5 
кк 1 


Дифференцируя 06% частя ззого равенства, получиыъ: 


Е. А ив Ут е | 1 5 
У хечянт У 21 У хех 


{8 во умножен1и на У =*+х+1 будемъ имзть: 


х'-х+1= (х + 7,) (ах + В): + (++ ау. 


Отбирая теперь коэффиценты въ правой части при одинаковых 
степеняхъ х и приравнивая ихъ воэффац1енхамь лёвой части при 
тёхъ же стевеняхъ х, получимз: х 


при х* 1= аз а =2а а=#, 
"х | -1= р + Хазеа в=-А 
Зе Ира та Е 


Йзакъ, нашъ интеграл 


® и 
ы аи (УЗЫ ++. 


У х+х+1 РВ 2 +х+1 
Здёсь мы интегралт 1-го типа привели кт интегралу 0... При вБ- 
9. 
численуи интеграла (0 =} 7 нужно отличить два случая: 
1) А>0 и 2): А<О0. 
У: А> 0, Перепивемъ интегралъ 0.. такимъ образомъ: 
4х 1 4х 1 4х 
о еения арг Е |» 
дх?+28ж+6 У ха+аркьа "АУ (кр) +а-р 


гдф даа удобства мы полохимъ; 


т ы— 
а - 


Полагая зедерь 
хер=в; Чх= 48; а-о’=К 


(к можеть быть < 0), моземъ написать 


1 42 
| еее (*). 
я 2+к 


а оз 
В = 108(& 4+ #2 +К) + С. 
2 +к 


Легко доказать, что 


Для зтого введемъ новую перем&нную: 


а 


ка - 24+. 


откуда 


Дифференцируя и сокращая на 2, находимъ;: 
О = 446 - 492 - 24% 


$42 = (4-2)4% 
й далфе ь 


Замвняя 1-2 его выраженаемь И2”+К и интегрируя: 


ы + 
№ ее = Ч = лов ь+ 1 лова + Мю + С. 
а: Г 
В 22 + К . 
Подставляя вмфсто.2 и К ихъ выражен1я въ формулу (*) полу- 
яймъ: 


и -| -- = ловя + р+ И у арк + а) +6, = 
Мах + 2вх+С УА 

ыы 
лю + 2+ Е. 


УА ИА 


з 


1 
пли, прибавляя и вычизая вь правой части т 105 А и замёняя 
у 
1 
с, - т 105 А другой произвольной постоянной С, окончательно 


будемъ имёть: 


'ВЫСРАЯ ИАТЕИАТАКА". Проф. 4. 4. АДАИОВЬ. Яистъ 4. 
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т < 
0,, = я Зов(Ах + В + ИА идх? + 2Вх + С): + С. 


Примпфъ 1. 
» а(х + #,) 
1% Г =") а . 
ое и(х + #)* 
Положим х + % = в; торда 


т 7 ее = 18(2 + 2+9.) + С = 18(х+ У, + их +к+1) +6. ^^ 
из +7. 


Примифъ 2. 
т= 4х е 1 вх ох 4х 7: 
Иая+3х-1 о УЗ ужзуки УЗ ууу, 
1 4(х+%,) 1 


ее * 18 (х + 9, + их" +, х-7,) +С= 
уз их, )* - 17,. 2 


= мах, 9 + 2.2? + Зх - 1 *-С.. 
у 


2) А <О0. Въ этомъ случай вынесемъ въ знаменателё изъ подъ 


корня и. Тогда 


4 4х мер $ ах 
= = р онь ай. 
Их" + 285+ С "А ид + 2рх — х? 


гдз 


и далёе преобразтемь такт: 


т Г ах Ре [ 9(х-р) а 
У-А.] уд - (х* - арх + р®- р»): А, 


92 


причемъ мы полараемъ: 
х-р=а; др’ = К" 


(число положительное). Если бы * р? было отрицательнымт, то 


261 - 

‘подъ знакомъ корня У(а+р*) - (ж-р)* стояло би чнодо отридатед: 
_ лое при всхъ вещественныхь Х; тогда корень, а.съ нимъ и инте. 
граль были бы мнимыми; закой случай ин исклачаемь. Мы знаем’ 


350: - 2 
а - 
ея Ще ао зщ + с. 
® 2 
ме о 
К 
„бяздовательно ке В 
$ = Е НЕ 
Уд" + 28х+С А о 
А 4? 
= 1 вто вв В + с. 
А у В" - 46 
Вфихтфъ 1. 


у ах Ро Ча ах 
УЖ И ухе 


тг ах св Е хо 0 
"3 у А - (+ Ух * а т: #®) уз Ре - (+ 7.) 


а ВИ и 
5 *. уз з 
Прижафъ 2. 
| № „1 ах : 
УЗ — 2 - 55° 5 у, Ух % 
т [ ах : г? ы аж) 
г = *. я ых + 7. Е. 7.) у у 7 : (ну, * : 
ы .. агс 310 2% Е 5х +1 : 
у5 У5 4 
2-й кипъ. 


ее = узи Ах? + 28х+С. 
(х-а) у 


твп+ приводится кт первому подставовкой 


® И ры] 
куда 
1 
х=а+- 
5 
авы" 
22 


МИРЕ —— 


у= дах т + ава кои + Ва + С, , 


дв Е 
А, = Аа* + 28а + С 
В, = да+В; С, = А. 


Е. Подставляя полученные результаты въ данныь интеграл, мы 
_ приведемъ его къ ‚первому типу: 


92 ) 
Ч. й Е $ 2 ав 
а = ——=.° 
(жа): у 6" Зо Ве + 26. + С, У 4,27 +28 ,2*С, 
низР. 


Примпфъ. Найти интегралъ 


Дфлая подстановку 


_ получим: х=1+ г $ 4х=- 8%. 


2 2? 
их +1=и(1 ‚о + 1-ти (2+1)? + 2 = тии + 22+1 
; / ах ы г 2 242 ее 
Е ЕЕ. (+ и ха а Е 22*+2241 У 22*+224+1 
| : +1)- ы +22+ 9(2+%.) 
обе. у ее, фея 
с у23'+22+1 т 2/22 +2141 у а “й 


`® 
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и 227221 + = 105(2.+ У, + И штчану,) + Сб = г 


у х"+1 1 +1 Ди же 
=- № о 
1 2/8 = ж1 


+36: 


3-й пипъ. Интегралъ вида: с 


(Рх + ах 
!. 2 ре в ; 


(4 р8* 9): .у 


узи 4х*+28х+С их’ + рх +4 не пыфють вещественныхь 
корней. 


1-й случай. Разомстримъ сначала частный случай предложен- 
наго интеграла, когда въ обоихъ трехчленахъ ‚только ‘два ‚‘чаена, 
т.6. интегралъ вида: 


Рх+0) 4. 
т (Рх [ыы х же за ®_ : 
иена)" ух хе (ча) ух®+ь (ха) ухеь 
Обозначимъ 
хах 4х 
1. =] Ее =] - - р 
. (х*+а) ихе+Ь (х*+а): Ух?+Ь } 
Въ интеграл 1, полагавыъ: 3 
хе += \ ы 
стсюда находимз: . ай 
жа ча-ль, ее. 
хах = 242 ` _ 
ты НЫ х 
та! а 
; а В ан ен Го 


Зтоть инзеграль берется на основан1и формуль приведен1я (ем. 
отАёль Т, власоь 2). Н 
В интеграл Г» ‘дёлаемъ слёдующее преобразован1е: м 


ах .-| (ан): 
о нах ^) жиньх 
Теверь дълаемъ подстаповку 
-? ` 
Е В 


-=2 1 _-= 
(1+ах ) иИ1+ьх 


= 


% 


- Ба - 


Дифференцируя это равенство, ваходииз: 


Е да 


На основан1и полученныхь внраженай составимъ числитель на- 
шего интеграла. Изт равенства (1) ныфемь: 


Е, а @ 


=) я И Р о ( = а 


) с + (4), 


а изъ равенства (2): 


— 4% 
мое... * 
х 4х г (5) 


Перемножая равенства (4) и (5), получиме: 


= ы > 9 
х ее" == ре: ый 9%. 
ь 


„Такъ какъ 
$21 _ а +6 -а 


з —2 
1+ ах =1+а $ ь 


зо окончательно 
‚ща ща 
ты Ра о вы 
2 ыа ея ее немгх Г 
(а ?+Б-а) м . (а452+6-а)- 
Интеграль приведенъ къ рац1ональной дроби (ом.стдфлъ 1, влавсъ 
2-8). 

Замъчанте. Предыдущ1й способъ одинаково относитея кф слу- 
‚чаю, когда ‘а положительное и когда ‘а отрицательное; равнымъ 96- 
разомъ подкоренное выражен1е можеть имёть видъ а,х* +. ГД а, 
можеть быть положительным ‘или отрицательныме. 

Принт». 8 


Т (3х-1)ах _ ы | ИЕ: 3 . 4х НН 
(х°-1). их +1 (х°-1) их+1 (%°-1) их 


Полагаемъ въ ‘интеграла т. 
ак 


+1 25°: 
Отсюда 
хх = 248 


= 42, 
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24 - уз . 
Г А вс 
(2°-2)2 / -8 28 2+2 
ми ет. + С 


2 
а ух? +1 + у2 


Обратимся къ инт@гралу Г»: 


т. = ах все. х_ 4х я 
. Г РНЕ в] Е а 
х°(1-х ) и1+х (1-х их 


Полагая 
—2 Р 
о т МАЕ 
находимъ отсюда ‘дифференцирован1емъ 
—х ‘ах = 44%. 
—2 2 |. . 
1-х =1- (Е - =, 
- а а 1 ь - и8 
т, = . ле + 


(2-5?) 4-2 2/2 4 УЗ 
Подставляя вифсто & его значен+е’ 


У 1+х* 
| хе 


=. 
т. = г Е с. 
2. 


и х*+1 + х/8 


2-й случай. Ивтегралы вида 


[== 4х ^ ах 
п ю 
у*** *з) (4х? + 2Вх + С) а 


РАДЕ Ш - цёлое и положизельное число. 
Предетавимъ нашъ интеграль въ лакомъ вид: 


ах т > а(херу: 
рт’ ан в 
А ие арана) А а. ы 


1 ах а 
= ие: [| — “ив > в 1 
2 2 2 
А * (2*+а) А 
В с 
Здёсь мы ввели новыя обозначен1я, полозивзъ: р = г 9 = уЯ 
х+р= в; а-р’ = а, считая при этомъ для опредёзенности 
то А> 0. Преобразуем» нашъ интегралъ далзе 


—(2щ+з) 
и [тат -Г 42 - = 2 4 
о Е т р о ЗЕ 
ета) те те т 
Полагая Р: 
1+ аа = 
- найдемъ 


—(2в-2) —2 Ш в 1 э: 
2 = ) = 


Перемнохивъ два послёдн1я равенства, получимз: 


-(э2ш+ 1 
—. аз (ов = и. 


НЕ (и 
С. 


а О 
Полученный интеграл будетъ алгебраическаи. 
Зампчанте. Для вычислен1я интеграла т можЕо пользоваться’ 
формулой приведен1я, составленной въ отд&лЪ Т, класса Я: 
Е я 
(2° +а) а(20 — 2) (2 +а)’‘` 28-2 а 


ма > ЗеЕНОЯ 
Лена. 


20+1 


20+1 
ГД п = ВХ Послёдовательное повижен1е степени приве- 


делф къ интегралу ст показатедемь п = %,, который, вслёдотвйе 
равенства 2п -— 3 = О непосредственно берется по предыдущей фор- 
мул$ приведен!я. 


ры ` Пфимпир*. 


в. ее 42 Г 


И - [(х + У,)* + и. а 


- 5% - 


Е Г 42 -[ = 92 
© : ее 
в. С (1% о а + ма)» 
=. 
Полагая и 
И 
заходим: 
-% 2“ 92 = 49%, 
2 = ее №. 
Отсюда 


2 даа 3% 44? - 1) 4% 


4% 

2 
ое на 
ВЕ Е 3% 

„Факъ какъ у насъ о 
у +% их +х+ 1 
%= =, 
ы ` хо 


то 
3% +ж+1) - (х+ %)? 


3(х° +х+1 
_ 16 (2 2х + 1) (к + й,) + 


(+ к + 1) 


А (ж+ 7) +С= 


с. 


Р4+шая предложенный интеграл по формул приведен1я, полу- 
зы: 


т .[ 42 8 х 24 $2 
- исеасиикетег ет И ринЕНечьы К. 
У Зиг? т +) 


- " 42 2. в Е 
еси. з < 
Е (2+) №.1.(2° + 


4 2 „ 32 ; 8. С 
в" о 
(2. + (ак 7,2 
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что по замВн$ 2 его значевземъ, даетъ прежн1й результатъ. 
3-й случай. а. вида: 


1-/ ах 


(хе + арх + 9) + 2рх + а, 


приводятся подстановкой х + р =.2 къ случаю 1-му: 


Ра р") и" +14, -р 
Приньфъ. 


в имен ь *.[ т ПИВА 
(2х? + 1). их*+х+1 (х? 7 


+х- №) их? +1 


ИУ 1 4(х + 7») й $ 42 
я а 
бх + 7) - 1 ИО + % (2 — дичи, 


—э 
2 42 


у ее ет 


Полагая ‚теперь 


1+ 9. =, 


найдемъ: 
®, —а 
— Да аа = 6% 
я = 4 (4—1) 5% 
и наконеце 
п $ - из 
м ор ео 
Е Е $ + у2 
РА 


+9, ре +х+1 
2 х+% 


4-й олучай (общ1й). Интегралы вида: 


(Рх + 9) ах 


й 


(х° + арх + де. их” + 2р.х + 94, 


гдБ х° + 2рх + 4 ие иуфетъ вещественньхь корней, т.е. 
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а-р*>0, а 9: - р: %0. 
Полозимт: 
ты ах +В 


ЕВЕ 


ДЕ < и В пока неопредёленныя постоянныя, и подберемь эти о- 
янныя акъ, чтобы свести 4-й случай къ 1-му. 
Имземт: 
2 2 
а (02+8)° + 2р(а2+8) (2+1). + 9(2*1)7 _ 
(2+1)? 
1 
(2+1) 


Подобным образомъ находаме: 


[петаран + 22(а8+ра+В+9) + (8В*+2р8+9) | 


х’ + арх + а, = 


[а’аранчь + 22(а8+р:5+В+9:) + 
(#+1)? 


+ (8* + 2р,в + з.]. 
„Выбереме ах и В закимъ образом, Чтобы 

98 + +в +9=0, 

48 + раз В+ч, =0 . 


„Вычитая второе уравкен1е изъ перваго, вай дем: =: 
ар = 9:1: Зам. “ 

м — Вх Ре: 

ы 


Умвоживъ теперь первое на--р., а второе ва р и сложивтф их, — 
волучимт: м 
ав = 239. Р9з _ я ТИ 

Р-Р. 7 


г 


да ‹ и В найдутся какъ корни хвадратнаго уравиен1я 


№ Н-0. ре. 


г Но является ‚вопросз, возможно ли всегда найти вещественныя > 


Е: 
3 
те 


я ‘для а иВ. Мы докахенъ сейчаст, что уравнев1е 
2 -М+К=0О при а-р’>0 


венественные корне, т.е. что 


А = № 4 


_ воть число положительное. Дёйствительно, подставляя въ это вы- 
‘раженуе выёсто Ми М ихъ значеная, получим: 


в [в.э' - 4(р:9 - р9:) (р - ».)] в —- А, 
(р-р.)* (р-р») 


Преобразуемъ А, слёдующимъ образомз; 


А, = 9; - 299, + 9°- 4рр,4 + 4рр:ч, + 4р°4, + 4р34 


+ 499; + 4р*ра — 49а, - 4^*рз 
= (9. +9 - 4рра(9 + 9.) * 40°ра — 4(а - р") (9, - ра) = 
= (9. + 9- 2рр.)* - к — 2") (а, - р). 

_ Числа р, 9, р, и а: связаны у насъ слёдующими условзями: 
9-р’ >09; а. = р: $0. 

Воли 9: — р < 0, то очевидно, что А, будетъ больше 0. 

Воли 9: —- РЯ > 0, то введя слёдующ1я обозназен1я: 


Ч-р’=3> 0; 4, - а=8,>0, 
будемъ имфть: 
_ а а:-Вррь = р*-Врр, + 1+5 +8, = (р-р,)*+ 3+5, > В+ 5,, 


-а слвдовательно ` 
А, > (3+ 3,)* - 483, = (3-8) 20 


ВУ 


й 


безразлично при 5 З 5. : 
Отызтимъ, ‘что ДА, не можеть быть = 0, такъ какъ это возмож- 

— во при р = р: = 0 (когда а + а, - 2рр. = $ + 8,) и при 8 = 5,, 

_ но вЪ этомт случа а = а, и мы приходимъ къ случаю 2-му. 
Итакъ, Д, 8.65 ним и А остаются больше 0. 


_Мы имфли: : л 
а ее #3. 
А 2+1 ы 
_  отоюда 
В 


6: 


реа - 2628) „с. (Ра + 0) + 8+0 Р.8 +0, = 
2+1 2+1 и 
х’ + 2рх +ч= 7 [22° + 5] и 
(2+1) 


х? + арх + 4, = 


(2+1)? о. 


ве: -в [ (Р,2+0,) (2+1)21( 2+1) 42 
не Уа:2* +0, (241)? 


О о а к С Вуа + 82 Е 92 
(ашй+ь)® уауайчь, КтаУ (8245) уз,зечь, 


‚Факъ какъ дробь г: 
(а В){Р,в+0,) (2+1) *— 
(а2*+5) 


можно разлохить на простёйв1я дроби вида: 
м Ва + Зк 
(22° +) 


при К = 1, 2, 3.... ш. з 
Мы привели, такимъ образомъ, нашъ интеграль кф суму в 
сволькихт интеграловъ, котсрые подходятъ подъ 1-й случай. у 


Примпфъ. Найти 
[ (4х + З)ах 


(2х°’-х+2): Их’ - Зх +1 
Фолохимъ 
ча + В 
#+*1° 


‘да 
2х" -х+2= 


1 [2(аа3)* — (ианв) (41) + 2(91)*] = 
(2+1) : 2 


[2°(20*—ц*2) + 22( 28, «+В +2) + (28°-8+2) |; 


1 - О [5 (ы* 0+1): + 22(08-%018+1) = (82-381. 
(2+1) 


пи В ставим условёя: 


208 — 9, (вн) +2=0 
48 = % (+8) +1=0, -- 


В а+8-=0; 8 =-1 
= ве-Ь х: 


. Опредаливь а и В, находим: 


8-1 
жь 
` а [32° + 5] 
. (2+1) 
В р РА 
(2+1) 
Дал%е : 
ЕТ =: 2 
+1 Л 
и 24а: 
(2+1)* 
а ЗЕ О. аа 
5+1 8+1 


„Въ новой перемённой нашт интегралъ выразится такз: _ 
72-1 242 (2+1) в Бе 
ХЗ Бла 


ром. ие -ы[ 282 в: 2 92 Е - 
(3*+5) убоя (32"+5) уби (31745) 5-2 


Ван 


1 = 


Интегралы Т, и Га вызислимь отдёльно. Въ первомъ полагаем: — 


та . К а, 
_ откуда 
. —- 242 = 44% 
32° +56=5+3(5 = 1) = 20 — 34" 
от 4(&/3) ы 


ее | - ны 
аи (20-3) 98 (* ы о. 


ЕЯ: 


769 = 


1 1 $3 — и20 
= [юм —+ 
УЗ 2/20 3 + и20 
Второй интегралъ преобразуемъ такз: 
т жа 42 
. * = ПИ" 
(3+5 ) ИБ -1 


с. 


Д®лая подстановку 


ЬД дооь аланы 
сл 
в 
! 
= 
и 
= 
® 


получим»: 
оба м 
же ах йа ЭРЫ О в: = 
2 й Л Ка Ио. агс\8 (5 +. с 
5-5 


+ 
22 с. 


= - И. агела 


Выразявъ > черезъ х и подставляя в+ эту формулу, получимь 
въ окончательной форм. 


КЛАСС 5. Двучленныя иррацфонольности или дифференуаальние 
биномы. - Интеграломъ отъ ‘двучленной иррац1ональности или диф- 
ференизальнаго блнома называется интегралъ вида 


С + Бх Рах, ь 
ГД 1, Пир - любыя рац1ональныя числа. Эти интегралы приво- 


кятся къ интзеграламъ отъ рад1ональныхь функцай (отдёлу 1) въ о 
саздующихь трехъ случаяхъ. 


1: Ш? 
1-й. р= цёлому. При ш= а п = —  мыфемъ классь 1-й 
1 2 
р 
стд.11-го. Интегралъ р$шается подстановкой х = у, пд 
№ = О.Н.К. (0, а,). 
1+1 р Г 
2-й. а О или %, числу цфлому. Пусть р= 8. Въ этомъ 


<лучаф, ‘дёлая подстановку 
В 


п 
а+0х = 3 


вавёрзое, приведемъ подъивтегральную функц:ю къ рацзональ- 
у виду. Въ сэмомъ дёлф, на основан\и предыдунаго равенства 
молемъ вписать: 


(а + 5х)? з 228 = Гы 
: 
п. а $ вт х 
ЮО 
р (в) 
8 Ш 
в з} -аз 
Е “"; 
‚в —* 
к-т Е 
Ь Ь 
И ослёдовательно в 
ка у-ъ 
й х (а + Бх.) бах Е. а АЕ 
аб Ь 


в 
В 2 -а- 0+8- 
а Г ъ ) 2 Г. 07% 


гдё %, аиВ - цёлыя числа. Это иктеграль отъ рацональной 
функдаи (отдёль Г). 


ПфимвфЪ. 


р 
Е ах = Е (а+ хо)? ах. 


Этотф интеграль подходить подъ указанный случай 2-й, закъ какъ 
эдзсь ш = -1 и услов1е 


= *1.0 
в 


выполняется. Р%®Фшимъ частный примръ: 


гри 
1 о ах 18 ИЕ 
х° 


Е 


Подожимз: 
отсюда 
Зх?4ах = 248.3 
Е не 


Факимъ образомъ предложенный интегралз: 
2 . 
Е т Е 


22-1 2-1 


Г 


1+1 
3-й. и +р= О иди % (иёлому). 
Этоть случай приводится ко второму, евли преобразовать 
предложенный интеграль слЗдующимь образомъ. Напишем»: 


+ = 
Де + ьх о) Рах - г ЯР (ах С ь)Рах = те + ь,х)Рах, 


Ш =Ш+0р; п,=-в; &30: ВБ, за. 


Соетавимъ для воваго интеграла услов1е, когда онъ приводит 


са къ рацфональному виду; для этого нужно, согласно случаю 2- 
му, чтобы 


или цёлому числу. Подстановка будеть такая: 
в 
а + Ь.х *= г 
= -й 
или переходя къ прехнимт буквам: ах += Не Слёдуетъ об- 
ратить внимав1е на различе подстановохъ въ случаях 8-м и у 
3-м»: : 


Г] —0 
р и ах ра 


Уфимъфъ 1. Воф интегралы вида: 


4х 
Т= ы 
Де 


водходять водъ признакъ 3-й. Въ самомъ дёл®, 


1 
- 
ге Даны) "ах 
1 


325сь Ш = Оу ря - 5 а потому услов1е 
+ 
ват Е 
п О р 


ь полагавыт: 


=-----552---2Щ%-- ь ео 


КАТЕИЛТИКА". Проф. 4. 4. АДАНОВЬ. \ Яиожъ 5. 


: 'Возьмемт частный примфръ: 


9х х 9х -2. т 4х 
й+» ху +1 я +1 
Полагая 
вай демъ: 
—% 2 
ды -х 94х= 2944 


м Сы 


Тогда. будемъ имфть: 


уг -- 
(7-1 ва 


Далфе интегралъ берется по правиламе отдфла Г. 


Яримпръ 2. 


Г. ; и ах |. ки 
. (е+-4х.) И + ь (сх (+ а) + а) ах 


приводится къ рацзональному виду подстановкой 


| 

ах +56 '= 8, 
откуда легко составить знаменатель, а также при помощи 
ренцирован1я и числитель. Наприм%ръ: 


ты ах ы. Хх 4х 
О С 5 


—$ 
Дфлая подстановку х +1= 2, найдем: 


-х 9х= 242 


И далзе 


т= — о (= =). + ("+12 | 
= "ея + 


диффе- 
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у + 
гда = ———. 
х 

Признаки интегрируемости двучленныхь иррац1ональностей 2-й 
й 3-й, а именно: 


7; 


+1 
= О или цёлому 
. п : 
+1 
ы +р= О или цёлому 


называются признаками Бернулли. Чебьшевь доказалъ, что ати три 
случая - единственные случаи интегрируемости въ конечномь вид. 
Покажемъ еще, какъ нёкоторые иктегралы можно свести къ указан-` 
вымъ 3-мъ случаяме. 


_Примпфъ. 


5 5 в 
1 > лкыко* ах < Дун + %1? а(х+,) - Дак 42. 


Здсь 


1 +1 
а +р=3; 
п р 


условЬе 3-ье` выполняется. 
. Преобразуемъ предложенный интеграл въ слёдующуй: 


т : [га +8): аа 
Е голохжимъ ^ 


в у их 
@тсвда найдемз: 5 
- Хз ааа 


1 


1 
= (я ОБ ыы 
Ра (1-1) 
вожаа послёдн1я равенства почленно и сокращая на -И,, по- 
: о 
19% 
ав = - (%)° ——, 
(1-1) 


азивЪ найдениые результать вт нашт интеграль, будемъ 


64 т ы 
Пдольдн1й ивтеграль легко находится иктегрированфемъь ‘по час- 
тямъ: 


в 4 
а Де а а и 4% 
(и -1)* (и-0“ -8(+-1)2 {и 1) 
2 

и ар 

(4-10, 4-0 (#0? 
| са -1 О а 4-1 

Л ТОРТА СЕТИ ет 


Теперь остается только соединить результаты и сд®лать соотвёт- 
° ствующ:я подстановки. 


ОТДвВлЬ 111. 
“ ИНТЕРРИРОВАН1Е ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХЬ ФУНЕЦТЯ. 


Кл4Сс 1. Интегралы вида 
г Ков (ах+а)боз (ака) А зай (БжчВ) За (6.28) АНЯ 


....Е(к)ах, 
г КиН.- числа постоянныя, 

ш, 0,, п, 0,.... - числа цёлыя и положительныя, 

а“, в,, а, а,....6, В, Б., 8. - тавже числа постоянныя, 
а {(х) - цфлая функцая. 

Докажемъ, что эти интегралы всегда берутся въ конечномъ ви- 
‘дё. Это удастся намъ сдфлать посл® нёкоторыхъ преобразован1й,:а 
именно: 

1-е првобразоване. - Замввимъ степени Соз и 311 их ввра- 
жен1ями черезъ кратвыя дуги: 

Ш 
Соз (ах +а) = А.боз ш(ах + а) + А,Соз(ш-2)(ах + а) + 
+ А,Соз(ш-4)(ах + а) *...,. а 


310 (6х+8): = ВьСов в(ьх+В) + В,Соз(п-2) (6х+В) +... п - четное 


-60; - 


За (6ж+в): = СьЯ31 в(ьх+8). + С,З11(1-2) (5+8): +... в - нечетн, 


Результатъ нашего преобразован1я въ общемъ случай будетъ тако- 
го вида: 


Сов (аж+а) оз * (а, хчи,):...З10 (же) 48 (5, х4В,):.... = 
= #0 С03(сх+4)Соз(с,ж+а,)..... 510(Ех+8)311(#,х+8,):.... 


2-е првобразованфе. :- Зам&нимъ теперь произведен1я 311 и 
Соз суммами или разностями 511 и Со5 согласно формуламз: 


З10 р бов д= Я, [341(р + в); + З4п(р = в)] 
Соз р Соз в = %. [06з(р + в) + Соз(р = в)] 
310 р 541 о = % [Соз(р - о) = Соз(р + 9)]. 


Если каждое слагаемое суммы У содерхжитъ (1+1) множителей 
| (кромё 0), то послё | - кратнаго примёнен1я указанныхь фор- 
| мулт получится слёдующее вырахен!1е этой суммы: 


= Р+.5М С905(рх+9): + $ № $11(гх+з):. 


Итакъ, посл указанныхь двухЪ преобразованай, первоначаль- 
вый интегралъ приводится къ слёлующему виду: 


Р /] кА (ках + и совки Е(х)ах + 
+2 я висков, 
Замёчая, что 
Соз(рх+9)` = Соз рх Соз ч- 511 рх З1п а 
вСОЕе) з 5311 гх Соз з + Соз гх 41а 3, 


тельно заключаемъ, Что для выполнев1я иктегрирован1я при- 
имзть дфло съ интегралами двухь типовъ 


кие(ах..... О 


та Сбоз шх Е(х)ах | ^ : в: 
Бе а (тт). 


Ех аа шх #(х)ах 
+в. В+ вид того, что К можно представить въ вил® 


к 29 


_ можно сграничиться разсмотрён1емъ интегралоавъ 


/. их е(хуах 


УДы Соз их ах 


/ $11 мх 4х. 


Примпрь. Пусть лв преобразовать интеграль 


№ е(х)боз? (2х1): 331? (х+1)ах. 


_ Замвнииь вт этомъ интеграл прежде всего степени 511 и С0з ихъ 
выражен1ями черезъ $11 и Соз кратных» дугъ, для чего поступимъ 
Здующимъ образомъ. 


Со5 0+1 5110 
Соз 0-1 51а 9, 


у = 2 Соз 0 
у = 21 5119. 
п = 2 боз 6 
= 21 511 19 
цу = 1, 


2 Соз 39 +3.2 Сов 9 


= % С0з 40 + % 0056. 


31020 выразимъ черезъ Соз двойного угла 


31020 = М, — \, бов 26: 


Въ данномь прим®рё имфемъ: 


‘бо=*(2х-1): = \, Сов(6х-8) + Соз(2х-1): 


= 7, - % со3(2х+2) 


К” ЗА 


Преобразуемъ теперь произведен1я: 
Соз(6х-3)Соз(2х+2): = У, [Соз(8х-1) + Соз(4х-5)] 
Соз(2х-1)Соз(2ж+2). = У, [Соз(4х+1) + Соз 3] 
и окончательно: 
Сов (2х-1)311* (х+1) = % С03(8х-3) +% Сов(ах_1).- 


- И бо3(8х-1): - У,з С03(4х-5): - И, Соз{4ж+1) - %,, Соз 3: 


Тэкимь образомъ ‘данный интегралъ приводится къ 6 прост$й- 
шимъ иятегралаыъ; къ интеграламъ 1-го типа относится интегралъ: 


9, ‹ Соз з Е(х)ах, 
вс остальные интегралы будутъ 11-го типа: 


* = 2()боз(6х-3)ах 
ит.д. 


1-й типъ. Интегралы вида: 


[= #(х)ах , 


гдф Ё(х) - ифлая функц:я степени п-ой. Докажемъ, что 
ее Е(х)ах = еЁ\ Ф(х) +. С, 


гдё ф(х) - иёлая функц1я той же степени п-ой. Прим@няя способъ 
интегрирован1я по частямъ, получимъ: 


ых 
ко еЁХ ах = #(х) кая : #'(х)ах 
в в 
ы 
и 


ео ах - ЕД #"(х)ах 


Детооеа = ее) а ыы хде ах 
в в 
жаи, такъ какъ С) постоянное число, 
ых ых : 
еооееы =) = - 24(х) а + с. 


Фдовательной подстановкой получимз: 


и 


Е" (к): 
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‚есь ое Ра, 
[а ы Гы уз 
р] #0 („) 
+0 1+5 
ила [1 


= 


- ео а и ааах* а.) + С. 


‘Эти коэффицфентн а,, а., а».... 2а`_:, аи опредфляются слёдую- 
щимъ обравомъ. Дифферениируя написанное тождество, получимъ: 


е"*+(х) = о (раь хо + пах 52% вар ах + ма): * 


0-* 0-2 
+ е"^(паьх + (1-ра,х аа) 
Е их : 
®  бокращая на е! ‚ получимъ двё функц! и степени п-ой. Приравни- 
вая коэффицфенты при одинаковыхь степеняхь, получиыиъь (п+1) ус- 
лов1й, для опредёлен1я а, 8,.... ар_:, 81. 

Лримтьъ. 


| 
: е (хх -х+ Шах=е (ах тах + а»). + С. 
Дифференцируемь это тохдество и находим: 


е *(х? —к+1) те *(-щж* ак - а) +е ^(2щх + а,).. 


Сравнивая коэффицтенты въ л&вой и правой части, находимъ: 


: 1 = - & сткуда а = -1 


" 


н 


-1= -а, + 2. а, = 2 +1=-1 


" 


1= -а, +а, а; =а, -1=-2, 


Сл$довательно: 


| оДетое -х+ ах 


И типъ. Интегралы вида: 


Ре ха) + С. 


аЁ® соз их #(х)ах = 1, 


е`^ Зо шх #(х)ах = Т,. 
Докажемъ, ‘что каждый изъ интеграловь 1, и 1» имфеть сл 


дующ1И зидъ: ы 
[Соз шх $(х) + За 6х 4(х)] +6, 


о причеыь об функизи 9(х) и у(х) той же степени п-0й, какз и 
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функцач Е(х). 


Доказательство. Замётивъ, что 
0 
Соз 0+1 50 =е ,, 
составимъ сумму: 


+13 - ео (Соз шх + 1 З1а шх)ах = 


Е 


Прилохимъ къ этому интегралу тот результать, который мы 


получили для интеграловъ 1-го типа 
(ниш) х 


еж ах ИАН {Е ®_ ‚< а 
+ № {+ Ш (р+шз)* 
о. 
т С и. 
(ш+ ш{) 


Въ полученномъ выражен!и нужно отдёлить вещественныя части = 
ость мнимыхъ. Для этого поиножимь Числителя и знаменателя каж- 
дой дроби на число, сопряженное съ знаменателемъ, т.е. на 


м-в)", 
(1=1,2,.... п). Вайдемъ: 
о) ах = 
. о (оз шх + 1 510 ох) (4-1) |6 ы (и-ш1) Е" (ж) 2 
2 + п? пы + 2 
5 (и-и4)* #"(х) а )2 (-ш1) па („) 
(и? С. в*)* (и + ш?) 


Если мы отберемь въ скобкахъ вещественные члены, то полу- 
зимъ результатъ такого вида: 
е (Сов вх +1 10 шх) 


и? * п? 


(-ш1) (60%) +Е вр, (х)] 


ТАЁ 1(х) - функция степени п-ой, аы,_,(х) - Функцая степени 
{=1)-ой. р | 
Помножая то, что стОит В приз скобках, ва аа по- 
въ результат$ 

ей (бов ох +1 511 ‚щх) 8 (к) +1 пб = 


и [созк $1(х)--З1пих па (к) | + ИЗ1ашх 81 (х) *Созах паб0}, 


51(х` и па(х) цёлыя функции стелени а-ой. Приравнивая ве- 


`-Т, = е1 [Соз пк 81(х) — З1п их пн(х)] 
1, те [08 шх па(®) + За вх 80(х)1. 
_ На основанйи доказаннаго результата интегралы 11-го типа 


ычисляются слВдуюнимь об разом: 


Соз шх 
#(х)ах = 


За шх 


. |] в- х 
ов вх( ах +а,х к „+ав) чет И 6. + ... #60) +6. 


° Неопредёвенные коэффиценты опредёляются помощью дифферен-’ 
ирован!я и сравнен1я въ обфихъ частяхъ ‚долученнаго равенства 


_ соеанны при к 
75 х Соз шх 


ы их (= А в 1= 0,1... 


‚ , ° Примвръ 1. 

у Сов Зх(х—1)ах=е * (оз Зх(аж+В): + е ^ За Зх(ух+6) +0. 
_— Дифферевцируя находимъ: 
р ея Соз 3х(х-1) = 2 Соз 3х(-ах-8) + в * $40 3х(-ух-5) 


2 +в * Сов 3х(3ух+35) + е * 311 3х(-Зах-38) 
+6 * Сов (и) ке * 510 ЗС). 
Для опредёлен1я а, В, у и 6 имфемъ уравнев1я; 
1= Зу-&а; 0О=-у- За 
у-5-38. 


-1=%-8+35; 09 
1 = Зу -х; у= - 39. 


а = -0,1; т=0,3; О 
_ & изъ ‘уравнен1й : 


о 


35 -в=-0,9 | 3 
5+38=03 |1 


посл% умножен1я перваго на 3, второго на 1 
106 = 0,3 -2,7 = - 2,4 


$ = - 0,24 
я ваконець 
В = 36 +. 0,9 = 0,90 - 0,72 = + 0,18, 
Итакъ 


Т=е *[боз 3х(-0,1х + 0,18): + 541 3х(0,3х — 0,24)] + С. 


Пфимтьъ 2. 
у $40 4х ах = 2 *^(310 4х.А + Сов 4х.В): + С. 
Дифферекцируя имбемз: 
2 а 4х = 2 *^(51 4х — ЗА 10 2 + Сов 4х — ЗВ 108 2) + 


+ 2 (311 4х. 48 + Сов 4х.4А):. 
Сравнивая коэффиц1енты въ лёвой и правой части нашего равен- 
ства, получимъ два уравнен]я для опредёлен1я А и В: 
1 = - ЗА 105 2 — 4В ь 
О = 44 - 3 105 а.в, 
откуда 


Се 
4 
4 
В. = = 
18 +9 105°2 
и: 3.1052 
16 +9 1052 
= слёдовазельно 
ЕР 
Аааа ках о (3108 2 310 4х + 4008 4*)+ 0: 
16+ 9 105*2 р 


т 


—. Зампчанв. Интегралы вила:. ь р + 


в 


Соз их 
Л. (х) 


не содерхащ}е показательной функц1и, удобнфе брать по частямъ, 
ЧмъЪ по способу неопредёленныхь коэффицфентовъ. 


511 шх 


Примпръ. Найти интегралъ: 
Де -х+ Сов Зх 4х, 
Боли бы мы написали интегралъь въ вид%: 
(х’- х+1)Соз Зх 4х = Сов Зх(ох*+Вх+у) +310 Зх(и,х’+В, х+у,)+С, 


то пришлись бы опредзлять 6 неизввстныхь коэффиц1ентовъ, изъ 
5оторыхъ мног1е могутъ оказаться нулями. 
Интегрируемъ по частямз: 


тво Зх ах = (х’2ж+1) — ы За 3*(2х-Пах. 


Подобным же образомт находим: 


с 
‚Голова Зх ах = (2х1) 2 + 5 Зх Зах = 


= 
Е р ма зи + С, 


= (2х-1) 


Такимъ образомъ мы получили посл двукратнаго интегрирова-. 
в1я по частямъ окончательный результат»: 


еек Зх ах = — о э + - АКВ). +67 


2-й клАссз. Интегралы вида: у 


#(З4п х, Соз х)ах. 
Докажемъ для этого класса слфдующую теорему. 
Теофема. - Подстановкою 


х 
м-в 


предложенный интегралъ приводится къ интегралу стъ алгебраи- 
зеской функца, если функшя (311 х, Соз х)4х алгебраическая 
или просто къ интегралу стъ рацаональной функции, если # функ- 
ця рац1ональная, Доказательство этой теоремы оснавано на за- 
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висимости, существующей между 510 х, Сов х и 4х Х/2. 
Имфемз: г. тв 
25 5 245 5 


м = (1 
2 а 


хх. х 2 
Зи х= 2 54а = 605 248 5 Соз 


2х ато .х с зая Ка 
Созх = Соз 5 Зав 5 Соз 5 а 8 5 
а те чех ; 
ЙЕ. .. 2-4 ве 
= —= т. =, 
| бфы ИР % 
Зес`_ > 1+ щ 2 
ги 
И, № 
отсюда 
Е = агсьй а 
5 & 
х = 8 агсцЕ 3 з и 
24 
@х = и 
1+2? 3 
Итакъ: я 


|. 

2 

Е(З1и х, Соз х)ах = [Г( ы. , к 9 а Е(2)42.  — 
я И .3% 


`Очевидно, что если Ё была алгебравческой, 10 и Ё(=) будетьъ = 
_  адребраической функш!ей, и Р(2) будеть рац{ональной, есди ? б5- 
ла рац1ональной. 


Пфимпфъ. - Вайти изтегралъ: 


ах 
1 + 3ЗСозх -— 25 х ° 


Полагая 


Жодучимт: 


9х > 1 + 22 < ва: 
1+3боз ха х ия Е 1-2? _ 2 _2=_ 12743-32 42. 


9% 42 [1 р 2+1-/3 
= ыы 28 а Аыьт 62 =- -=- 10-0. 
4—42-22° 2*+82-2 (2+1)7-3 28 2+8 
Здфсь остается только подставить 


52 из. 


: Въ виду того, что этот универсальный прёвмь часто приво- 
_ дитф къ оложвымъ выкладкамъ, въ частныхь случаяхь пользуются 
® иными способами ‘для вычислен1я интеграловъ этого класса, 


1-й пипъ. - Ивтерралы такого вида: 


(р, 9) = вы 


х. Соз1 хах. 


: Теофема. - Интегралы (р, а) берутся въ конечном видё при 
соблюден1и лишь одного изъ слёдующихь трехъ уславёй: 
1) если 4 иёлое нечетное - ивзегралъ берется подстановкой 
Зах= 2) 
2) эсли р цфлое нечетное .- подстановкой Созх= 2, 
3} если р +4 цёлое четное число - подстановкой 18 х = д. 
Доказательство. - Приведемъ интегралъ (р, а) къ инзегралу 
отф двучлеяной иррац1ональности ры 


3 
ДалРьсов^ы ах = | З1вх(Соз?х) Соз х 4х = 
= > 

: злое — 3102х). “а 331 х - Ра - 2") * а, 


ГДЕ 
2 = 51а х. 
Услов1я ивтегрируемости двучленныхь иррац1ональностей в4%8- 
дующая (ом. Отд. 11, кл.3-1й): 


1) ее = %, цёлому; ч= 2% + 1.- первое указанное услов1е. 
+1 

2) = =1; р= 2-1, нечетному зиолу, - второе услов1е. 

3): = + т = %. р+а= 2% - третье услов4е. 


Покажемт, что указанныя въ теорем® подстановки являются са- 
мыми удобными. Ди ствительмо, 

1) при 4 нечетномь - 9 = 2К + 1» 
примвняя подстансвку 510 л = в, пслучимь 
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. (р, а) Ра ааа: 


а 
Если р дробь в › то вужно еще въ случаё К < О одфлать 
подстановку &=%. 
2) При р нечетномь - 


р= 2% +1- 
примёняя подстановку Соз х = 2, находимз: 


(р, а) - викю 2 бовах 340 х ах = = алии, [9 


8 


& 
Если = 8 ик <О0, то нужно еще сдфлать подстановку 2 = %, 


3) При р+4а четномъ, полагая 
р+а= 2; ха, 
получим: 


(р, а): = ++ оз” Ч 9х с о мах = эй 


В, р р 
4х 18 х 2 : 
= а Ш х= дама: | таы 
(Зес?х)"”* т (1+2”) 


Если при этомъ К + 1 2 0, то результать будетъ очень про- 


& 
стой; эсли К +1>Оир= 8’ ‚то нужво сдёлать еще подстанов- 
ку за. 


Примтьъ 1. 


а 
Убе х Соз°х ах - (1-2°) 42. 


Мы положили 511 х = 2, яакъ какъ ч вечетное, Далёе имфемт: №. 


& + : = до. х и 
УЕ аль ДА вы вы ый Уля 2 


з; # 
= ЗИЗах (УЗ х - о, З4щ°х): * С. ь 
Примть» 2. с 
7. ‚зол Соз*х ах. 


Лакъ какт здбсь р - нечетное, то полагаем: 
Сов х= 2; | 

Жиземт: - 
З1а°х Соз*хах = ‚о-воликиовыизас-доны - галина га 
№ 


`` РРАКРОЧЕОТ: 


т 


? рые ЕЕ : Соз°х + Е бозбх — ; Соз’х +0. 


Примпфъ 5. - Найти интеграль 


О 
Зи“ х т 
Соз* х 


„Въ предложенном интеграл р = 3 вачетное 


а=-5 
и 
р+а=-а. 


_ Удобнфе всего взять этот интегралъ, полохивъ 1 х= а, 
°  Помощью этой подстановки находимз: 


я / з 
Е Дании - Дежа 2°42 = У, 15*х + С. 
г Со" х 3 


Примпръ 4. - Найти интегралз: 
а 


8 
338 УД х Соз’х ах. 
_Вдёсь имфемъ ` 
` р+а= 2. 


Пользуясь подстановкой: 
$ х 


и 
я 


зам чая, что 
Е. З1пх = 2 005 х, 
_ узходимъ: 


4 # © а 
$407 2С03° х ах = | = А х ах = У Соз*х 4 = 


2 42. аа ^2° 42) 42 у 
(Зес ГЕЕВ (1+2?) : -х 


Чтобы привести этот интеграль къ рап1ональному виду, поа- 
_ пагаемъ: 


_ сткуда 


а 
‚Дыя х боз* 


о 
>. 
ы 
© 

же 
| 
Зв 
® 


Полагая опять 


146 = % 4, 


у. 8 
Дай вой х 4х = * т, 
(1+и°)* 
чт0 возможно довести до конца. 
Зампчан1е 1. - Если въ ивтегралё (о, 4) числа р и 4 иёлья 
и ПОЛОЖИ ОАБНИЯ и оба четныя, то удобно интегрировать, вам#- 


р 
вивъ 540 х.Сов\х его выражен1емъь черезъ 5110 и Соз кратныхь 
дугь (вибсто того, чтобы двлать подотансвку 18 Х = 2). 


Примиръ. 
Де х 4х. 


Полагая 
ц = Со 0+1 511 9 
= (05 9 - 1 $41 @ 
ваходимъ отсюда: - 


| ; 
Соз 9 = , ау = 08 10 пои = 1. 
Далзе у. р 


* 
Со=*0 = ео" = г (ие + дибм + 1504уе + З0и°у? + 


+ у" + биу" + 15 и?у*) = 


= (008 69 + 8 Сов 49 + 15 Сов 26 + 10). 
2 


ась полученным результатомъ, находимъ: 
1 бош ке: мы Соз 2х ах+ 


З1а 6х 8х3 15 


—— + 5 340 4х + 5 Зв 2х + 10х +6, 


$ 
"32 


Заилчан1е 2. - Воли ри 4 числа цфныя отрицательныя раз- 
четкости, то удобно разбивать интегралъь на два болфе 
вводя въ числитель . 


ЖЕТЕКАТНКА". Ирой. 4. 4. АДАМОВЪ. в Зисаъ 5. 
ь 2 


Ри, чес 


, ыы &. 


. 1 = Зах + Соз?х 
(вибото того, чтобы дёлать подстановки 51п х = 5 или Соз х=7).. 


х Примпръ. - Вайти антегралъ: 
ах 
с у 
: Со5°х 
Имжемз: 
$1 + С 
= 11? х оз*х Зах рая у 
Сов Соз* Соз°х — х 

5% ‚ Интогрируа по частямъ денис интегралъ правой части, находим»: 


ах я __@х : мау, /. 9% ° 
4 Соз*х Соз°х бой = 4 бо°х } 698°х 


и же образомт находим второй ивтеграль 


З1пех + 008 х + 003" х 33° х 4х 
= ах ах + = 
бок. 2*х Сов х 
ай - Эт = +, ах у 
2 Соз?х т х бе х 2 бо52х Сов х 


Поса®ди:й интегралъ берется непосредственно, какъ будеть ука- 
заво дальше. 


зы Заипчан4е 5. - Интегралъ (р, 49) можеть быть преобразовань 
въ одинъ изъ слздующихъ шести видовъ; 


(р-2, 9+2); (р-2, 9); (р*2, 95 
(р+2, 9-2); (р, 9-2); (р, а*2); 


помощью формулъ вриреден!я. Ян форыулы выволятоя слфдующимъ 
образсит. Ивтегрируя по частямъ, имфемз: 


ег» без 4х ах = - | Созх 9 Созх= 
9+2 и д 
о Ве 
9 + 3+1 
откуда 
р-—* 3+" 
г 51 х без’ к  р-1 з с 
{р, а) Е + я (ра, 9+2)... . (Г. 


йзъ формулы (Г) наколииь: 


За” *х Соз *х 2-1 р 4 >. и 
(рр 9 =- ея + а 33° х Соз х(1-З10*х)ах = = 
х . р-+ 9+3 м 

_ 518 хоз Хх, р1 р 
ЕЕ дк р—2, 9 - т 9). : 


Въ правой части мы получили антегралъ, тождественный съ перво- 
начальнымь интеграломъ. Перенося его въ лфвую ‘часть и раздё- — 
ливЪ все равенство на коэффицентъ при (р, 4) въ лёвой части, | 
равный 


мы ЕДЫ | 

52.59 +1 | 

получимъ мулу: Н.Е 

у формулу а : 
| З4а оз ? - ы У 
(9 =- ях + и (р-2, а):..(11):. 


°  Члобы зывести зретью формулу ориедон1х, замёнимь во „второй — 
формул р на р+2. Получим: 
р+* 


> 9+1 
1х Со Хх, _р+1 


р+9+8 р+9+2 

Рашивъ это вина относительно (р, 9) имемз: 
+ 

Зи? "1х Соз9 “х р+9+2 

(р, 9): = 

р+1 р+1 


(р+2, 9) = - (р, 9). 


(р+2, 9)... Та 


Совершенно подобнымъ же образом найдемъ три сстельныя фо 
мулы. Имфемъ, интегрируя по Частямъ: 


Зах бозх ах = ‚Дек Зах а Зах = 
= бов *х а зы" Сов *х Зв х 4х, 


ст5уда 


1 (рез, 422)... 


т 


йаз (ТУ) находиит: 
р++ 9— 


р+1 А 
. р+_ С аа > 
_ 840- х 698 Е. 9-1 ты Е 
к Ь (р, 9-2) - (р, 91. 


ЕЕ ЕЕ : |[>. Сов *х (1-Сов*х)ах = 


а : 
р+9 р*+а 

Замбвяя въ послёдней формул® Ч на 4+2 и рФшая относительно 

‚ 9), получимь формулу: 


НИ 


Зав? *х Сов?" *х +1 
О Е Е 
т (р, 4+2) са НО 9). 
ткуда Г. 
За? *х бо" * 


Ц, 2).... 
сх Просматривая выведенныя 6 формулъ, легко полмётить сафдую- 
_щее мнемоническое правило. Если одинъ изъ показателей р, а из- 
%няется при ивреход$ 07$ прежняго интеграла къ вовому, то ви- 
_дфленный зленъ содержитт среднай между ними показазель. — Всли 
же показазель р или Ч ве измёняется при переход с1ъЪ стараго 
‘интегоала къ возому, то выдфленный члень содержитъ показатель 
° на единину больше. Ва основан1и этого правила можно примфнять 
д вычисленфи разсматриваемыхе интеграловт способф неопред%- 


ценвыхь коэффицаентовь. 
_рихпрь 1. - Найдемъ помощью увазаннаго правила интеграль: 


Соз*х ах. 


Понизниь сперва сзепень Соз на #, оставивт безт измвнензя сте- 
пень 34а - (0). ИЯмемь [ом. $. №1: 


я [сзл"= 4х = А Бзщ х Созбх + В сек" ах. 


Дифференцируя это ревенотво, получиие: 
С08*х = А Соз*х — 5А Соз*х В1а?х + В Соз“х = 
= А. Соз*х - 5А Сов*х + 5А Соз°х + В Со5*х. 
. Приравнивая злень ст Соз*х и еъ Сов*х, полузимъ уравнен1я 


дла олредвлен4я Ай В: 
и 1=84; Е 


= 5А+В=0; -В=%. 


Ичакт 
оз" ах = № Ба х Созбх + о ах из.д. 
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Примпфъ 2. 
$ 
ааа св Ем. 
Соз*х / Соз?х 


Здёсь мы преобравуемь интеграле (2, -8) въ (0, -8) [еы.ф.(11)1. 
Дифферевцируя имвемъ: 


а’ в 9 Вий и 
Зах Со5 х= А Сов и + 7А Сов х $107х + В (оз х,. 
Замзнимь теперь З10°х на 1 - Соз*х; будемъ имёть: 

_а _—в ем —а _в — 
Соз х- 03 х=А (03 х+7А Соз х-7А Соз х+В 008 х, 
Откуда изъ сравнен1я коэффиц:ентовъ получимз: 

-1=- 64; =, 
= 2+ в; в=1-и=-% 


Подставимъ полученныя значен1а.А и В въ написавное выве зназе- 


инфе интеграла: 
п, ча? 
ая чи 4х м. 
Соз?х Сов’ х Соз*х 


Пользуясь формулами приведен!я, мы может привести икте - : 
гралъ (р, 9) хз одному изъ слёлующихь простёйшихь интеграловъ, 
не допускающихъ дальнёйшаго понихен!я 


(0, 0), (-1, 1, (1, 0, 
(-1, 0), (0, -1), 

(-2, 0), (0, -2), (-1, 1), 
{38);. вез, 

{2:1 


Зти интегралы находятся непосредственно 


(9, 0).= Дакнк+о 


- Соз х а 31а х 
Е ты, аи 51 о 
41, 0 = 4х Е 105 п х+С 


м 
11 х Я Соз х 
=) = Вит. - ЕЯ. вы бык ес 


80. 


4х ы ах :: г] ах 
их 251 : Соз = %8 Е сов" 7. 


х 
2 2 2 
аш : з 
= = = 105 5 + с 
48 5 
Це -х) 
_ (9,-1) = = -108 „к. Сс= 
= х зы -ю Е п у 8 


г 
г Е 
= -108 “С - р #С = 108 бо - с = 108 “С ----3 )*С = 


п х 
= 105 46(- + -):+ С 
“С, 5? 


- = - Со х+С 


(0, —2) . мы щх+С 
Соз*х 


. ах Сов?х _ 4 ых 
ось -0 Е 4 х+С 


(1, © - [за хах - - бвх+о 
(0, 1) = ов к к = Зах + 
(1, 1) = / Зах Соз х ах = / 530 ха Зи х= Зза?х + С. 


^ 


2-ой типъ. - Интегралы вида ся х)4х. 


?ворема. - Если { алгебрайческая Ффункц!я, то подстановкою 
148 х= 2 приходимъ въ интегралу отъ злгебраической функц\и, 
если { ранлональна, то приходим кт ивтегралу отз ращ1ональной 
функции отъ 2. 
„Въ самомъ дёлЁ, полагая 
4 х=\а, 
ваходимъ: 
х = агсёЕ в 


92 


12° 


к х)ах - < те. 
1+2 


Разсмотримъ слёдующ1е интегралы этого типа. 


ыы аи ках ув>0. 


Въ атомъ случа степень ш можно понизить слёлующииь обра- 


зом 
= х ах а х(Зес®х - 1)ах = 


ах = 


Ш— 


= 
че 'камх- х ах = р Е чае 


ах 
гы —5- ; #>0. Понизимъ степевь п: 
145 х 


чх 48 х ах и я 
ор 
ао ы" ея: 


3°. Ивтегралы вида 


4х 
ЕЯ | 
(а+в щшх) 


полстановкою $5 х = с приводятся кт виду: 


92 
ей 
(1+2*)(а+02) 


4°° Подобная же подстановка 1 х= 2 употребляется для 
приведен1я къ рап1ональному виду ивтеграаовз: 


ах ах Чх 
(2+6 Соз*х) и 3112х) ‘(= 312 х+Ь $11 х ИЕ - 
Соз х 4х 9х 
Соз?х + 510°х Дет + Сов*х * 


(310°х + Со5°х - 2511 х)ах и 
З10?х + 2оз°х — З311°х + 4х” Ч 


Общёй признакъ этихъ интегралова: 


х и Соз х, причемъ всф члены будуть имёть сумму показателей 
и Соз одной и той же четности, то интегралъ приводится къ 
ональному виду подстановкою 


чи х=а. . 


че сказать, подъиктегральная функизя ве должна измвняться 
и замфн% х нах + к. Возьмзыь нёсколько примровз. 


5 $. 


ах. ур 42 х -® 92 _ 
+4008? х З3ес* и 3 1" Е с ы 27+ 


= „и агса _ 6 2 - агси 9% вх) +0. 


Дфимифъ 2. 


Соз х ах 7 1х _ 
Зах + ох * 6х 1+2 


Примпь® 5. 


4х ы ес’ а 1+, 
310“ х + Соз“х 1+ 4*х НЫ, 


Примаьь 4. ь 
т З4а°х + Сов’х - 2541 х 
об д ак У ЕСЕНИчЫТ Е ИА 
З40’х + 25407х,Соз°х — 3531 х.Соз?х + 4Соз х 5 


4 х=а, 


Зп х = 2 С05 х. 


2° Соз°х + Соз* х - 22 Сов х ее 


2’ (оз’х + 22° 003"х — 32 Соз*х + 4 603 х 


ты 2° Соз*х + Со5?х ^ 28 ра 
77 Соз*х + 227 Со8*х — 32 Соз*х + 4 


а: ве;= 


+1 + 12° — 22(1+27)2 


ЕЕ НАЗ ан а, 


2’ + 22" (1+2*) — 32(1+2*)? + 4(1+2*)? 


Вудеть ля интегрироваться это выражен1е, это другой вопрось; 
намъ важно было только привести нашъ интегралъь къ рецзонально- 
му виду. 5 

5-й типь. - Интегралы зида: 


Е(Э1ь х,Соз х) р ] ЕСЗАп х,СоБ = ВЕС 
(а+ъ Сов х) (а+Ъ 34а х) 


гдЁ Ё - звакъ цвлой функи1и. 
Такт какт второй интеграл берется аналогично съ дервымъ, 
то мы ограничхися разсиотрён1емъ только интеграла 


т. (310 х,Соз х) а. 
(а+ь Сов. х) 


Замёнимъ въ выразен1и цфлой функи!и (310 х, Соз х) С 
> 
Зо" Лх = (1 — Соз?х)® 
20+1 
Ак = За (1 — Соз?х)". 


Посл такой =зыфны получиме: 
Е(З11 х, Соз х). = у(Соз х) + 310 х ч(Соз х), 
гдё у иф - цёлыя фуикц1и. Тогда интеграль распадается на два: 
т -/ Ф(Соз х) а $10 х у(Сов х) ых. 
(а+Ъ Сов х) (а+ь Соз х) 


Сдёлавъ во зторомъ интеграл подстановку 


а +0 Соз х 
—Ь 510 х ах 


забдемъ: 
р х у(боз х) рые 1 
(2+ Соз х) в 


ъ ивтегралъ берется, какт указано въ стд.1. Въ первомь ин- 
раа* преобразуемъ функц! 


и 
[С 


и 
2 
- 


Ф(Со5 х).. 


ъ, что она п-ой степени относительно Соз х. Подберемь — 
ц1енты а., а,.... ар Такъ, чтобы Рыходило 


СоЕ х\ = а, + а, (а + Ь (05 к) + а,(а+Ъ Сов х)? + .... 


к 6: 90 - Г. 


..* ац(а + боз х" 
_й введемъ обозначен1я 


й 
у = бу. 
Уре й 


Теперь 
Ф(Соз х)ах ` 
ети иль аль ль ды 


Можно предполагать, что ш> п, такъ какъ при ши можно 
выдёлить предварительно цфлую часть двлен1емъ. Предположимъ 
‘также, что въ интеграль 


4х 


а+Ь оз х) 


а’ не = 5%, такъ какъ случай а = Б иа = -—Ь приводитъ къ ин- 


теграламз: 
4х Е 9х 
(1 + Сов х) ра бов" (2) : 


4х 1 ах 
| 
(1 - С05 х) 2 340. 1%) 
2 


которые берутся подстановкою 
х 
48 5= 3 (см.типз 2). 


Йнтегралъ а берется помощью слёдующей формулы приведен1я; 
А З11 х 


и: = РС, 


(а+Ъ Соз х) 


гдф воэффиц1ентн А, В, С находятся легко посл дифференпирова- 
в1я и оказываются: 


ь (2и-З)а 1-2 
А = И где 
. (в-1):(5*-а*) (ш-12(5*-а*) (и-1) (5*-а*) 
При ш = 2 имфемъ: 
О, =А Ех + В.0, ‚ лакъ какт С= 0. 


ель 
а+о С0$ х 


Формула приведен1я, здёсь указанная, выводится такз: вводя 
вт числител% З4п?х + Соз°х = 1, имфемз: 


7 т 


2 
М: Де З11°х 4х ./ Соз’х дх 
(акр бов 2% (а ба 2% (а+ь Сов х) 


Первый интегралъ беремъ по частямъ: 


$10°х ах 1 
В: Усы еее: Тю 
ыы +Ь Соз х) „ Ь(И(ачь 03 х) 


Соз х ах и За х 
а 
с (а+Ъ Сов х) (1-1) (а+ь (ов х)* 


1 И за х 
Эы ср еатя нове Ваья — |. 
Ь* (в-1) (а+ь Соз х) Ь (1-1) (а+ь Соз х) 


1 в т а 
2 
52 (1-1) ^ 
во взторомт интеграл замёняем»; 


СЯ, 
Б* (ш-1) к: ь 


Б*Сов*х = (5 Соз х+а)* - 2а(а + Со= х) + а’, 


послё чего 
Соз*х 4х 1 7 
—в* — Ш - 2а 0 а У 
(а+Ъ Сов х) О 5 я 
Итакз: 
# а За 1 1 
И. 6% .( - —)9 4. (5 =) 
АВ Жи 5" (в) 5 9 * 
511 х 
+ = 
Ь(ш-1) (а+Ъ Соз х) 
сткуда 
И ь 51а х (2-3) а 
п (1 (6а*)(а+Ъ 08 х° (щ1)(Ь*-а*) а 
п-2 
ше Оз ’ 


(1-1) (5*-а*) 
какъ и данс выше, 


Прим&няя формулу приведен1я н®сколько разт, мы приходимъ 
=ъ интегралу 0:, который берется вепосредственно подстановкою 


г 


х 
а 


сткудё : т 


зраводится къ отдёлу 1, 
Лримпфъ.. - 

2 Вх — 3 'бо8*х +4 бп х- бозх+а 
] (2+3 Соз х)* 
амзняя 3107х на 1 - С03*х, напишем числитель въ таком видё: 
2(310 х, Со8 х) = -5 Сов?х - Сов х+4 +4 Зах. 


ах. 


огда будемъ имёть: 


г* Вох ха д . З40 х ах бы 
. (2+3 Соз х)* (2 + 3 Соз х)? 
Обозначивт первый интегралъ черезъ [., найдем: — : 
З Е и ета 
: {2+3 Сов х)° -2(2 + 3 Соз х)? 


2 — + С. 
(2+ 3 (оз х)? 


2 Чзперь обратимся къ вычислен1ю перваго интеграла и’ резла- 
° жвмъ въ вемъ числитель по степенямъ (2 + 3 Соз х): 


— 5 Соз*х - бов х+4= (2 +3 С05 х)*а + (2+3 оз Ву. 
о Вриравнивая коэффиц1ентн, получим: 


=. + 


в 265 = 94} -1= 125% 3; 424+ 3+1, 
сткуда Е. 
ко 
1 5 Ч. 
= - (+ = => ! 
В 5 1 12. 5 9 
ы ие 34 28 
* о 
Итак 
ой ‚ 22 4х 


+ 


2 
3 ( ма | (2+3 бов х)* 


= - А+ Хд+В; В=- 24 = -% 
0 = ИА - %4+С; С= ХА = У. 
_ Итакъ: 
&х » 811 х 
я 
ы { (2+3 Соз < (2 +3 Со5 х) 


- 93 - 7 :3 


+ 17 ах 5 ах 
ЗИ (2+3 008 х* 9/ 2+3 005х * 


Вычислимъ оставш1еся интеграль, лользуясь формулой приве- 


ден1я 

т. 9х < 
(2 + 3 Соз х)* : 
и аа очки: с, До НА 
(2 + 3 Соз х)* (2+3 С0$ х)? 2+3 05 х й 
Дифференцируемъ зто равенство > 
А Соз > . 
ке ЖИ ИЕ Е: 
(2 + 3 Соз х)* (2+3 Соз х)?* , (2 +3 Соз х)* ву 

В с 


ы + 


} (2+3 Соз х)* 2+3 Сов х 


Освобождаясь отъ знаменателей, будемъ имёть: 
1 = 4 С0з х(2 + 3 (оз х) +6 А(1 — Соз*х) + В(2 + 3 Соз х) + 
+ С(2 +3 Соз х)*, 


Можно было бы теперь стобрать коэффиц1евты при различиыхь ‚ 
‘степенях Соз х, но лучше поступить иназе. Обозначиыь 


2+3 (оз х= в 


и выразимъ черееь 2 правую часть. Имжемз: 
1=4.2 (3-2) +6 А [1 - %(2? - 4#+4)] + В.я *С.2°. 


Откуда 
В В 


я 9х ву ах 
о (2+3 Соз х)? 2] 2+3 Соз х ° 


Припоминая, что этстт интеграль имёлъ коэффицентомь 
одемъ полученный результатъ въ вервоначальное внражен1е 


_ + ‘У: 31, в 4х 14 ах 


ГОС А 


(2+3 без х)* 4/ (2+3 00: х)* 45 | 2+ 3 005 х ' 


Найдем» второй интегралъ: 


ах . _АЗшх Ув 4х 
(2+3 (ов х)#* 2+8 боз х 2+3 бов х 


Дифференцируя, находимъ: 
1 А Соз х е ЗА 310°х 


(2 +3 С0з х)* (2+3 Соз х) (2 + 3 бов х? 2+3 Соз х 


1= А Сов х(2 + 3 Соз х) + ЗА(1 - Соз*х). + В(2 + 3 Сов х):.; 


_ Прираввивая коэффицаенты, находимъ.уравнен1е для опредфлен1я А 
и В: 


О = ЗА - 34; 0 = 24 + 3В;. 1= ЗА + 88. 


Умвожая второе уравнен1е на -#, а третье на 3 и складывая оп- 
‚редфлимз: 


ле в=- % А=- % (ЖЕ-Я. 
„Второй интеграл мы нашли 


4х -3 За х 2 4х х 
(2+3 бов х)* 5 '2+3 605 х 5] 2+3 0% х' 


_  такъ какъ онъ входить въ выраженае воего интеграла съ коэффи- 
цзентомь в › ло весь интеграль будеть: 
1 10 + 11 Зах, 19 $10.х 12 вх 


15 (2+3 60 х)? 75 2+3 бо х 25 2+3 ов х 


Желая вычислить посл®дн1й интеграль 
я в 9х 
_ мы можемъ положить 
58 5 =, 
откуда 


Соз х = 


У -2 Е: : 
2 + 3 Соз х 2(1+2*): + 3(1-2?) 


аз я ВЕ. 
- 2] =} 18 ге 
р \5 \-м; а 


Окончательно ямфемъ: 


х 

1 10+1188х, 9 Зла х 12 Мы. 
18 +3" 75 2+3 605 х 25 а 
и-ч; 


Замьчанзе. - Интеграль вида 


ет 
ЕЕ АНИ В 
(а+ 6 311 х +с 0$ х) 


могутъ быть приведены помощью подстановки къ виду: 


й - Е 
о еисдЬЕЯЕ | 
(а, +6, Сов х) 


и зогда уже взяты пс формулё приведен1я. Для преобразован! 
указаннаго интеграла, нужно положить: ` 


Б=г 512 9 


. с=г Соз 6. 
Откуда 


в с Ад 
з 
и 
= 
» 
+ 
о 
® 


Ь 
= 311 9 = — = 
62+ с* 
Соз 9 = :: Р 
0*+ с* 


Тогда 


а+ь 311 х +с оз х= а + г(Соз х.Сбоз 0 + 311 х.340 0) =. 


=а*г боз(х = 6). 


@х е а2 
О Ра. А СС 
(ат 311 х +с 03 х) (а+г Сс3 2) 


Примъфъ. - Найти интегралъ 


ах 4 
1 + Со; х - Зах ° 


1=г Соз 9 
—-1=г 81а 0, ^ 
1 . 1 
=; Сов 0 = — ; $00==-—3 
%’ 7’ 
к 
Ь УК 
куда найдем: ы 


< ах. =. 42 т 
_ 9 т* бо х - вх 1+1 без ° | ы 


в=ж+®. 
4 


ъ послёдн1й ивтегралъ берется, какъ указано выше (см. пре- 
щ1й примёръ). > 


75% 


#14Сс5 8-й. Интегралы, берущтеся подстановкой Сюда отно- 
я интегралны вида: - 


#(9(%)] ф'(х)ах , 
$(х) н&которая транспевдевтноя фуякц1я. Подставовка : 
: 9(х) = в 
‚дитъ рнтегралъ къ виду: 


#(2) 43. 


9 


Если этотъ интеграле берется въ конечном» ввдЪ, то и пер- 
зый интеграль также берется. Отыфтимъ слёдующ?е типы интегра- 
ловь этого класса: 


4х 
те: асов хе 1. Девой ; | 
в я х)Созх 4х; 4”. ‚Дбсоя х) 311 х ах ;- 
9 х 

5° (8 х) ее ав Е(агс $11 х) Е. : 

Соз*х Е 

7”: Дикие х) В с 

1+ х* 


Примьръ 1. - Интеграль 


ах 


(х+1): Итов(к+1) 
›%шается подстановкой Е 
108(х+1)=2; 
откуда. 


ол 
= + С= 21/108 (#1) + С. 
| 7 


ах КУ} 
=-- 
6+1 


: х 
3т07% интеграль ло умножен1 и. зислителя и знаменателя ва е лег- 
ко р\шается подстановкой ы:. ; 5 


$ Ге: - 
4х 2 е 
{ Ея эры = - +С. 
ТА ДЕ +1) ре И. ©. ой 


- Яримпр 3. 


Примьръ 2. 


Со5 хх _ 9 510 х 


: Ча 
и 65 8х 1-2 Зв Ив 


ШАЯ АТВХАТНКА Прод. 4. А, АДАНОВЪ. Яисть 7. — 


Примпьъ 4. 


З 4х 5 42 
х >. иижииь "2 
боз*х й + 4х й + 2 
в = 4х. Этоть ивтегралт разсмотрфнъ нами раньше на стр. 
4 (см. отд.11, классф 3-й, пр.1). 


_— Прим 5. 
Е 4х 


т 


= % вгс 51а°х + С. 


агс $40°х - 


Примпр» 6. 


4х 92 


И + х* зе 
фе. + х*) а Е з 
г г 
и: х 


Р%шимт частный примфръ: 


: Я аа к 
И. а. шений 


`блфдавательно 


‚  К24ССЪ 4-й. - Интегралы, берущуеся по частямъ. Разсмотримь | 
‘дёльные типы такихъ интегралов. 


_ Типъ 1. = 
8 г аа х) ах , 


, 


99 


ГА п.- цфлое положительное ‚число, а т - какое угодно. 060- 


значивъ й 
(1оя х): = м, 
х“ах = ам, 
будемъ им%ть: 
з 4х 
ба = в(10& о реа 
х 
2+3 
х 
у = . 
0+1 
Отсюда мы видимъ, ‘Что ш не можетъ быть = .-1. На основан1и 
фсриуль интегрирован1я цо частямтъ, имземъ: 
Ш+2 
х г Е : па 
* т = = (108 х): - — [( 
1 (108 сы Де х ах. 


Степень п стала на едизицу нихе; интегрируя по частямь полу- 
‚ченньй ивтегралъ, мы понизимъ степень еще ва одзу единицу, и 
| посл ш подобныхь операц1й придем къ интегреалу 


Типъ 2. 
Дес 1ову(х) ах. 


Этотъ интеграль берется въ конечномъ видф лишь ври соблюден1я 
иФкоторыхя услов1й. Боли ф(х): и 4(х): функц:и алгебраическая, 
вричеыъ интегралъ 
ад» 

также алгебргическ1й, то предложенный интегралъ ариводитоя къ 
интегралу отъ алгебраической функп!и и въ частности можеть 
буть взять въ конечномъ вадё, если новая алгебраическая функ- 
12а содерхит® только корни изъ линейной Функц1и или корни квад- 
ые изь функц1и 2-ой степени. 


Прумтръ 1. - Вайти 


а а ав 
Хх +к+1 


В о 


6 аи = 


ТРЕ 


находимъ 


ок 
лы РВ 
у ОТ 


1 = 108(х-1): 2 Ух’ +х+1- 


_ Посяфднай интегралъ берется вз конечномт видф. 


Примпръ 2. - Найти 


| 
Т= Г. 108 (х + И + х’)ах. 
1о8(х +И ® хе) = а я 


Имфемь: 


хах = 4у а 
сини 
+ х?2 
сле х* 4х 
Т= #х"109(х +И + хе): = » С 
р 


Послёдн1Й интеграль берется по частям®, Цоложивт: 


. 

| 

4 

ха; т %: ЧУ 
1+ &? ; к 5 


откуда 


_найдем ъ 


Перенеся послёдн1й интеграль въ лйвую’ часть и раздфливъ вое ра- 
венство на 2 окончательно получим: 


ый о 


х 
рее т МЕ 


Типъ 5. 


(аго 541 х) ах 


= барется вф конечном»: вид» при м п8ломъ и положительномъ. Ин- 
тегрируемъ по частямъ” \ 


(Де За х) бах = х(агс 541 Хх = агс ва 


Далёе перевисавъ посл&дн1й интеграль въ вид®: 


хах и—3 


— агс За \х 
и-: 


и полагая 


агс 5 хеа, 


интегрируенъ его опять по частям»: 


го х Их акс" х- са Две а, 


Итакъ, посл двухъ ‘посявдовательныхь в < мв` по- 
| лучииъ слёдующЕй результать 


. № 
акс" х ах = 


с @ 
= х ас зп х + вУ1-х*° агс ох - в(в-1), Даго За” х 4х. 


Посл®довательныхх понижен1емт придемъ или къ интегралу 


= Зи х 4х (при ш нечетвомь) 


ЕЛИ. КФ, р \ д 
Хы (пркш четномт). х. 


Типъ 4..- Интегралы видаъ, 
[(х) аге Зах Чх , 
причемь функизя Р(х) имфеть алгебраическ1й интеграль:. 


Ех)ах , 


_ который или рацфоналень или содержитъ У! - х*;- при этихь усло- 
в1яхх интегуалы указаннаго типа берутся въ конечномъ видё. 


Дримъъ 1. < 
Де -х+ 1) агс $1 х 4х = 


= * ы — 
= ао зп хх - ры ыы а 


А 


Полученный интегралъ алгебраическ1й и берется въ ковечномъ ви- 


ах. 


д». 
Примтръ 2 
р —5 агс 510 х 4х = 
(12х*)= 
= ЕД з 
; И-х" Ух и 
= аге З1а х + 10 (1-х*) + С. 
—х? 
Примьръ 5.) 
9 9. 
и: агс З11 х = агс 51а . = 
(1+х?)2 вт 


= агс 511 х 


Волапая въ послзднемъ ивтеграль 


получимъ 


рее. = № атс у+С= % агс$1а х* + С, 
У-х = 


Типъ 5. т Интегралы Знда 


До агс4в х 4х. 
Если интеграль у 


$(х)4х 


алгебраическ1й и не содерхитъ другихь иррац1 ональностей, кром® 


корней изъ линейныхе Фуяка1й или корней квадратныхь из 
ДАЙ 2-0й сзтецени, то интеграли берутся въ конечкомъ видё. | 
_ Примпръ 1. - Вайчи интеграль 


Е (х’-х- Трагсав х ах. 
Полагая 
м = ага х 


= (х* —х+ ах 
находим 
4х 


1+х" 
ИЖ 
Ивтегрируя по частям предложенный ннтегралз, ‘получаем: 


= -х+1) ‘агсвв х Чх = агс4а (Их И, хх) — |. ух 3; 


$ + ха 


хь пришли къ а интегралу, который берето В 
ваще вид. 


Приипьфъ 2. - Найти 
9х 
—---; агса х. 
(1-х*)2 
Интегрируемь его по частямъ; полагаем 


и = агсаа х, 


4. 
ду = ча 


(1-х® 


отсюда 


: 2 
И 


_ обиуда имфемь 
| — хх = 242, 


О я 


Г 


Итакъ 


- хдх 585.1 2+2 
ея о ть + С. 
(нк = (2-2*)в 28 А-а 


Типъ 6. - Интегралы, завиеящ1е от% гиперболическихь функ- 
ц1й. .- Гиперболическ1е синусъ, косинусъ, тангенсь я котангенсь 
опредёляются формулами: 


ры я 
Зи х = ———_, (ых= Зы , 
2 2 
58 х ох 
4 х= —— Софа = 
Св х ы х 
зъ опредёлен1я непосредственно видно, что: 
г* х 
-@ 
Зв(-х): = а $ х, С8(-х) = бах, 
%6(-х): =. - 6х, Со%в(-х) = - бовх, 


‚тавъ что функц!и ЗВ’ х, 11 х, Сов х будуть нечетными функп1ями, 
‚а СВ х - четная функц1я. Основныя соотвошен1я между гиперболи- 


ческими функи1 ями суть: 


Са*х — 382х=1, 16°х = а 
„Св х 
.. + 1 
Сбовх 1+ я 
Зах 


причемъ первое слфдуетъ изъ того, что 

ых + Зы х=е,, Сы х - ЗВ х= ее 
`в второе и третье выводится изъ перваго дёленаемт его на С5*х 
й ва З$№°х. Производныя этихь функц1й вычисляются непосредствен- 
С; 
азы : У. (* се У (е* че *). = 0 х, 


= 105 - 
«вк = ее ее + 6х, 


8 Бах — 382) 
(4в ха = и А: 


св*х Св*х 
= {Св К ЗВх — бв°х _ 1 : 
За х ЗВ*х— За2х 


Постреимъ графики зтихъ функц. 

а) у= 36 х иметь 
проиаводную у’ = бвх о 
положительную, слёдава- 
тельно, у непрерывно рас“ 


в теть вмфст% съ Хх, при- 
земъ 


и 
шло 
5 |. 
д 
о & 
=“ 
и и 
о 1 
х 

8 


[72] 
5 
Ш— 
+ 
$ 
= 
в 
+ 
8 


у. Фиг. 14. р)- у= Сы х имет 
производную у' = УВ х, которая обрашается въ нуль при х = 0, 
такъ какъ у" = Сьх >00, то у доетигаеть при х = О своего ми- 
нимума, причемь 


Хх 
} фиг, 15. 
} Г. 
$ `бв{-=): = +=, бвО0=1, С8(+=) = +=. 
ч к р : у : > = 
| с) у= 18 х имфеть производную у’ = Е положительную, 
| РН: 


сафдовательно у непрерывно растет, причемь 


$5(-®): = -1, 400=0, 1щ(+=)=1, 


>. 


^ 


_@) у= Сов х 


имзетъ производную у' = — ей в потому у 
56 х р 
бываетъ, причемъ при х= О претериёваетъь разрывъ, такт что 


Со\в(-=): = -1, бов о= +=, бозв(+=)"= +1. 


Фиг. 17. 


А 


1 —х1 х1 2х1 
’ ты х е 


ка 
$ = 
п х : 5. 


АНИ» Вас между ВЕ ВИЗ ВОЕНЫЯ и гиперболичес- — 


511(х1): = 


Соз(ж1): 


и 
и 
о 
5 
х 
< 


и дёлен1емь отсюда сл&дуетт: 
ва (г): = 11 х, С04(х!): = - 1 Сов х. 


Пользузсь извзстными разложензяыи 51а х и Соз х въ ряды: 


з 5 2 « 


: х х х 
$ Е, < 
Зах=х 51 = ‚ (05х=1 ти м 

помощью. формуль : 

а 
бе 


находимт разложен1я гиперболическихь функций: 


з 5 2 * 
х х х 
Зах хр + +..., Ах = 1+... 
# С} Г: №1 я 
причем» рялы остаэтся сходящимися при всЪхь конечныхе х. 5 
Формулы сложен1я для гиперболическихъ функц!й представля-_ 
ютъ полную аналог1ю съ тригонометрическими, именно: 
Зв(х =") = Зы х СВ у + 56 у бьх, 
Сы(х + у): = бых Сбву* ЗВ х Зву, 


(стмётимъ разницу въ знакз вс второй фориулз сравнительно съ 
триговометрическими формулами). Выводъ написанныхь формудъ с1%- х 
дующ:й: выпишем»ь формулы 


+ 
= 6 х*+ 6х, ев’ = бу Зву, 
+(х+у 
г У. Св(х+у): 2 Зы(х+у) 
(знаки * берутся въ обфихъ частяхъ Формулы оба верхн1е или оба 
нихн1е). Переиножимъ вервня два равенства, беря одновременно 
или оба съ + или оба съ -‹; получимъ: 


609) = (ых Зв >04 6В у ЗВ у) = 


= (Сы х.Сву + 58 #36 у): + (Зв х Сь у + ЗВ у СВ х), 


огда изъ сравнен1я съ лрезьей формулой, въ виду двойного 
_сл®луетъ: я НА 


СВ(х+у) = СБ х Су + 56 х ЗВ у 
Зв(х+у) = $6 х Сь у + 3в у СВ х. 


№няя здтсь у на -у и имя въ виду четность СБу и нечетность ; 
у, находим ; з : $ 
Св(х-у) = Сых бу - ЗВ > х Зву 


З(х-9)- = $5 х Сву - $в у Сы х. 
|а% формуль сложен1я непосредственно получаются формулы, ‘ава- 


погичния тригономезрическиме: ` 


Зв(х+у) + ЗЫ(х-у) = 258 х Св у 


Сы(х+у) + Си(х-у). = 26 х Сву 


Св(х+у) — Св(х-у) = 258 х. Ву - 


31 х бву = #®, [$8(х+у) + 56(х-у)], 
Сьх СВУ 


У, [Сы(х+у) (+ Сы(х-у)1, 


ее. Зи х ЗВ у = ®  [СВ(х+у) — С6(х-У)]. 


К 
Для ОЙ функцАЙ существуеть форызаа множенця ы 
эналоричная формул Мазвра: 


(Сы х + 55 к) = бр ах * $ их. 


Для вывода ея замфтимъ, что 


+ + } 
з —х Нах. 3 
Сых + ЗВ х=е ›, Сьшх*+ 88 пх=е , 


— и что я 
р ХВ + { 
58 (еее 
Приравнивая въ атой формулё (гд® въ объихь частях берутся од- 
новременно оба + или оба --) Члены с опродаАенны» зкакомь .й 
_ ялены съ ДВОЙНБИЪ знакомъ, находим: `^ 
в(0-1) 0-2 (1) (2) 3); 


: = ее В Е ЕТ Ве 
_ Свох свх + ти хх аа: “ков 


р на п. 
п ах ты ха СВ кВ 


-- формулы, выражающая гиперболическ1е косинусь и-синусъ крат 

ной дуги черезъ так1я же функпьи простой дуги. ; 
Е „Столь о легко получаются формулн для выражен1я стенвней. 

Сы хи ЗВ х въ вид линейныхь фувкт!й отъ СВ и ЗВ кратныхе дуг 


в ъ Е 
Сы х= 2 тео з5йх = = а: 


динить попарнс члены, одинаково стотоящ1е отъ начала и конца 


- разложен1я. 

| мази -2Х ее. Л Сы 2х+1 
С° х = № (в +2+е )=,( О 

36° х = Же — Зе + 36-е”): = 

2% ная 24 ах —х 

к -е -е * 

: 2. (———---3 ЕЯ, = 7.{55 Зх — 33 х). 

. Обратимся къ обратнымъ гиперболяческимь функц ямз: 


у = агсзвх и у = агс\ь х, 


| которыя будуть однозначнымя а возрастающима функо1ями вы$о18 ь 
| прямыми функц1ямя 5 хи {10 х, причемъ въ первой функ и х мо- 
| жетъ быть любымъ чиолсмъ отт —® до +, а во второй х содержится 
. между -1 и +1. Составимь ихъ производныя. Е - з 
| 8) Такъ какъ при у = агсэВ х выходить х = 5 у, то 3х 
Сву 49, сткуда 


в 


55 
Г гы ася === 
А ЗИ + 559 
Ь) Такъ какз при у = агс%В х выходит х= Шу, ло @х 


в 
= Е ‚ откуда Ее $ 


у 
ЗУ = Су = + о 1 р - 
< : - 4х Тау. 1-х? ря 
4 Итакъ: алым 
(агсёь х)" = И Сто (агсфа х)' = - . 
› > хе м > НЫ х? 


Припожиная, 4925 2:4 


= 1ю2(х + и 4) + 6, 


1+ х* 


Побх + + 1 = 1 


функдаи агоЗВ х и 1о8(х + м + х?) пибють одинаковыя про- 
водныя, откуда слфдуетт, что разность ихъ постоянна: 


агсбВ х =108(х +И + х') +С 


закъ какъ при х = 0 06% функции. равны 0, то С = 0 и слфдова- 


агс5В х =104(х + и + х#):. 


ощью этой формулы получается лэгкс опредфлен1е Ффункц!и 
с511(х1). 


агс511(х1): = 1108(х + и ме. 


ствительно, положинт 
агс$10(х1): = у1;. 


#1 = Э11 у = 13% у, х= Зву, 


у = агсЗ х, у1= 1 агсЗа х = 1108(х + и : 2"): 


Подобнымъ же образом", припоминая формулу 


4х о 
, У 
=. А 


1+ 


1- 


(У, 108 = = == = (асолв х)', 
-х 


1 


4 
агс%п х = 7, 108 к 


ХС 
х 


агсаВ х = У, 108 = ; 


сюла легко выводитси опредфлен1е функизи агс1я(х1): 


ывеЬ 


о 
По 


агсёя(х1): = 210 


Именно, подоживъ 
агс8(х1): = у1, 
находимъ 
ж1 = 48 (1) = 1 Шу, 
откуда 
х = %1у, у= агсёь х 


Обратимся телерь къ интеграламъ стъ гиперболическихъ функ- 
Щай и стличимъ нёоколько классовъ, аналогичныхе классамъ инте- 
гралсвъ отъ триговометрическихь функцёй. 


ь КлАссъ 1. .- Интегралы вида 
[1 ш | 
ео 55 *а.х ЗВ баьх... СВ *6.х Свое ьх бий 


гдё 1(х) цфлая функция, ш., 1,,... п., 0›,... цёлыя положитель- 
ныя числа ка,, а,,... Б., Ь,.,... произвольныя постоянныя. З2- 
ыфнивъ степени ЗБ\ах, Сь“ох по формуламъ: 


ЗВлах = СВ шах = т Сь(ш-2) ах +... (ш челн.) 
Ш | 
ЗВ ах = 56 шах - т Зв(в-2) ах +... (ш нечети.) 
п п . я 
Св вх = СЬ пох + т Св(п-2)5х +... 


# произведя. перемножен1е этих разложен1й, пр1йдемъ къ произве- 
ден1ямь вида: 


Зв шах ЗВ шьах ... Сы п,5х СВ пьБх ... 5; 
зат%м»з помощью формул» 
5х бву= # [Зв(х+у): + 56(х-у)] 
# т.п. приводимъ произведен!е къ сумм® членовь вида ЗВ рх, 
СВ 4х, посл чего ивтеграль нашь приведется къ простёйшимт 
интегралаиъ > рх Е(х)ах а чх Е(х)ах, которые берутся 
по частамъ. 


ал к аи ЗЕ 


ЕН 


Примиръ 1. = 
$8°2х = 7, {36 6х — 3 $8 2х), 
г 38° ах ах = р зв 6 хах- ®, [№235 2х ах. 
ва ` 
х? 56 шх ах = 1 есь к вх - 
Св 
Е Е Ре ОЙ 
№ Ю в 


° и окончательно 
Деве Чх-= х*[%. СЬ 6х = М СВ 2х] + 


з +х[- %, Зв 6х + 9 35 2х] + [И,:» Св 6х = %,, Св 2ж] + С. 
, Пфимьръ 2. 
к. ; = Зх Сы 4х $6 5х 4х. 
к _Имфемъ: з 
3 Зв Зх Св 4х = 7,[3в 7х = 36 х] 
Зв 3х Св 4х 55 5х =, 56 7х $8 5х — И, Зы х 36 5х = 
= И, (Сь 12х — Сь 2х — бь 6х + СВ 4х), 
Зв 3х СВ 4х Зв Бх ах = У, [И,, $5 12х - / 58 6х + 


* \ $5 4х — % ЗВ 2] + С, 


&14АССЪ 8. - Интегралы вида 
2 
ой Е п 
#(х) 511 ах Соз Бх ЗВ *а,х СВ *Ъх 4х, 
: гд #(х) - пёлая функция, числа ш, п, в,, п, - цёлыя положи- 


_ тельиыяу; числа а, 5, а,, 6, - произвольния. ; 
„Спбсобомъ, указанныме въ предндущемъ классф, приведемъ 


о | 
ЗВ ‘а:х СВ *5,х къ сумыё членовь вида А.5В р.х, В.Свр.х (4, и — 
В, - постояниыя числа). Такимт же праемомь приведемь произведе- 


[з | г. 
нае 311 ах Со$ Бх кз сумы членовъ вида А З1п рх, В Соз рх. По- 
‘сл перемножена =” обоийхь произведений, ЕЕ прчаедюноя ЖЪ 
сумм ивтеграловь 4 видовт: — } 


‚Доозь рьх 511 рх 4х, Де ЗВ рах Соз рх 4х, , 
оДесось р.х 1прх 4», ‚Гео Сп рах Со$ рх 4х. 


Такф КАКЪ 2 ы 


(+) 


Е СЯ 


х -—Рр.х. 
2: 2+ ) 


ЗВ рах = 7:(е* -е во оз ржа (ев 11), 


20 каждёй из предндущихь 4 видовт приведется Еъ ‘влгебраичес- 
кой сумы$ 2 интегралсвъ 


ах 51а —р.х $11 т 
ко оз (Р® ах, ео * Сов(рк)ах. Е 


Въ отд. Ш, кл.Т, 2-ой зивт, мы видфли, ято таке ‘интегралы. 
имбють слёрующая эначен1я: $ 


6? [34а рх.ф(х). + Сов рх.у(х):] 


в 2% [530 рх.5(х) + Соз рх.у(х)], 


га Ф(х). и $(х) .- пёлыя функи1я одной степени съ #(х). Замёняя их: 
х -р.х й 
здесь е”1* = Сы р.х + З5р,х, е 1 = СВ рах — 8 рах, оконча- 


тельно каждый взт 4 видовт (*) приведемъ кт выражен1ю Г 


58 р.х $11 рх.ш,(х)- + 5В рах Сов рх.ю„(х): + 
` (**) 
+ Сыр:х $11 рх.ш» (х): + СВ р,х Со$ рх.ш. (х) 


ГА Ша, М, Мо, Ш4 - Цёлыя функн1и одной степени съ функций ей. 
#(х), которыя можно напясать сз неопредфленными коэффицфентами — 
й опредёлить ихъ лифференцированземь. Воли Ё(х) = 1, то всё 
функцёи в дёлаются постоянными, и для каздаго изъ 4 вадовЪ (*) 
АВ изъ отихъ 4 постоянныхь булутъ нулями. Именно, интеграль 


Да р,х 31а рх ах, - Г р.х Соз рх 4х 


при замфн® х на -х мвняют® злакъ,  слфдовательно и выранене | 
(**), къ которому они приводятся, должко ызнять знакъ оври ва 
иЖиВ х на -х, 1.6, въ немт ш: = в. = 0. Вапротиве антегралы 


Д р:х.Соз рх ах, Сы р,х $11 рх ах 


не мфняются при замвн® х на -х, слёдовательно и вырашен1е (»*) _ 
обладаезъ тёфмъ же свойствоме, т.е. въ немф Ш, = щ. = 0. 


Ллиио р. 


- Резка «> 4х. | 28 Ре. 
Имфемь: ` Е я а 


ИВЫСЕАЯ ИДТЕИАТЛЕА". Проф. 4. 5, АААНОВЕ. Листъ 8. 


В 3х $11 4х 4х = ц,..58 Зх оз 4х + ь,.Св Зх 51а 4х + С. 


ифференцируемз: 
Зв Зх 311 4х = ш».3СВ Зх Со 4х-= ш,.458 Зх З41 4х + 
+ @з.4Св Зх Соз 4х + щ..358 3х 841 4х; 
риравнивая коэффицуенты, имфемь 2 уравнен1я: 
Зы, + 45. =0, - 4, + Зы, = 1, 
ткуда 
$ _ Итакъ: ` В 
ль Зх 54т 4х ах = = [- 43 Зх Соз 4х + ЗСь 3х 511 4х]. 


з \ 
к446Сз 9, - Интегралы вида : 


Вы» <ыЯх ах. 


ЗБ х=у, Сьых ах = 9у, 
. 9-2 Ч: 
:. ыы се 
св" = (С52х): * = (14у*): *, 
олучимь двучленную иррацзональность 
9-* 


еаьу ду. 


Отсюда заключаемъ, что интегралъ берется въ коначномь видь 
_ лишь въ трехе случаяхъ:. 

и. 1) 4 нечетное .- подстановка 58 х 
2) р нечетное - подстановка СВ х = 
3) р + 9 четное - подстановка &й х 


Л ах 
вех Сохо 


Преобразуемв: = . 


ах . [Ч х ( 1 )з = 
Ух Сбх „/ 2х  б0х 


аа 


Прими. 


Эн: 


у - м ее. у. 
46° х 2 
д — 2)3З4з = Де -3 + 32 - 2°)а4з = 
р 2 в 


= - 2 - Заова + У - за 6, 
22° 


- 2)? аз _ 
- г 


ГД .2 = 40 х. 

Кл4СС 4. - Интегралы Де х, Сь х)4х, гдБ # рацаональ- 
ная функц!я. Подстановкой &В 5 = 2 можно привести къ интегралу 
67% рац1ональной функи!и 07% 2, такъ какъ 


х 
246 - . 
2 22 


[2 
2 
х 
и 
[55 
8 
1 
а 
5 
1 
и 
и 


а в" (5) 1-2 


1+" 


мк 


1-4" 


мым 
- 
1 
ы 
` 


42 . 
1-.2* 
Если функцая Е не мёняется при зам$н%ф обоихъ аргументовт 


сдковреиенно Зв х и СН`х на - З6.ж, - СВ х, то удобнёе брать 
подстановку 


Чх = 24 ага а = 2 


хх, 
зтакъ какъ 
о” 65° ; 
Е ИЕ 
р а 2 АИ 
2 
Сы?х = И, И 
"хо 1-22“ 
Е 
$ х Сых= . 
1 - 2* 
Принт» 1. . . 
6х 


2+ 3 0х 


в ыы 


4’, #3 215 Иб- 215 


Примтрь 2. 


Преобразуемъ: 


ры 


ид, несмотря на весьма простую форму: 


х 2° Дежа, Е а 
2 =: -х 


‚ интеграль, встречающайся въ теор1и вроятностей, и 


ах 
г И еаех 
эллиптическуй интогралъ, 1-го -рода.. 


еее) че, 


у 
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ВОЗСТАНОБЛЕНТЕ ФУНКЦТИ ОТЪ ИВСКОЛЬКИХЬ ПЕРЕИЗИНЫХЬ НЕЗАВИ- 
СИНЕХЪ ПО ДАННОМУ БЯ ПОЛНОИУ ДИФФЕРЕНЦТАЛУ. 


Положим, что мы ‘имфемъ функц1® стф нёсколькихь перемн- 
НыхЬ независимыхь 


у = Ех, у, в...) 


Подь именемъ полнаго дифференциала ея разумфется выражен1е 


Поставимъ себф задазей опредзлить, при какихь услов1яхь ви- 
ражен1е вида 
Мах + Му + Раз +...., 
гдё М, М, Р,.... ‘данныя функо1и отъ х, У, 2,....,  представля- 
етъ полный дифферевиаль функц и 


у: 
и какь эту функц1ю найти. 


Случай 2-х перемънных». - Теорема. - Необходимое и доста- 
точное услов1е того, чтобы выражен1е 


Мах + №ау, 


‚въ которомъ Ми М суть функцаи отф хиу, было полным диффе- 
‚ренц1аломъ функц1и 


и = Кх, у), 
заключается въ равенств$8 
эм ом 


‘докажемь веобходниость поставленнаго услов1я. Если дёйстви- 
лельно 
Мах + Му = аи, 
‚то, таку какь 


изт сравнен 1я вытекаетъ: 


< Эм _ 93°. 


93° _ 9 
9х.ду Зу.3х 


эм эм 
у Эх’ 
‚Докажемъ теперь достаточность услов1я, 1-е. докажешь, ‚Что 
_ @сли 


зи _ эм 


5 д’ 
то сущесавуеть такая функц! я; : 
: в = Ех, у), 
_ дла которой полный дифферени:аль 
: ди = Мах + №ду, 


_ Такъ что 
Зы ° Эи 
Е АН: Я № 
Эх * 5 


ь „Въ самом дёл®, если таказ функи1я и существуеть, то 
Эч. 
5 = М(х, у). 


= ы Эи 
лакъ какъ при составлен1к частной проязводной 3 перем%иная у 
„считается аа постоянное, 10 


зы у)ах + (у): = ш(х, у): + $():, 
са ы ти: 


149`.> 


ш(х, 2-м, у)ах, 


причемъ при вычислен1и послёдьяго интеграла у считается посто-. 
яннымь; стифтимъ для дальнфйшаго, что 


5 
Рю М(х, у).. 
Обращаясь къ опредёлен1ю ф(у), возьмемъ частную производную по 
у сть равенства з 

й = ы(х, у): + 9 (У). в 
Имбемъ: 


откуда 


Такъ какъ лЪфвая часть равенства есть функц1я одной только у, то _ 

й правая часть ве должна содержать х, ибо иначе х выходила бы 

функцией отт у, тогда какъ он& везависимыя перемённыя. 
Покажемъ, что при условия 


зи эм Е 
У 9х а ых 
эта правая часть 
Зы 
№(х - — 
(х, у) э 


-н6 содерхитъ х, т.е. ея частная производная пб х = 0. Двистви- 
‚зельно, 


Зы. _ ЭН 93% 9. эЭ зы эн эм 


в 3 5х Зуд 9х 5 5 9 5 
въ силу равенства 
зи эм 
Зу’ эх ч 
2 
Итакъ 
Зы 
к дель 
(х, у) зу у{ у) 
и потому изъ равенства 
ф' (у). = ч(у)- 


хи эыь 


5% 


: (у) соч +5 
ончательво — м а 


у = м +с. 


Принт. $ 
2х 830 у - у 08 х + 1ойх)4х + (х°Соз у - 108у - 84а х)ау.. 
_ Восмотримъ, будетъ ли это выражен1е полным дифференцьа - 


ъ н®которой функц!и ц и, если будет, то найдемъ эту функ- 


боставимь частныя производныя 


Эм 
-- = 2х Соз у - Со5 х 
ЗУ . 
эх 
ь- и 2х Соз у - Сов х. 


ось г 2+ 


©; азывается 


ачитъ существует такая функийя и, для которой данное выра- 
нае служить полнымъ лифференцзаломт. Ииземъ 
да = Мах + №у . й Рая 


и 
т 2% $11 у - у С53 х + 108х. 


_Разосматривая у, какт постознное число, находимь: 
и =. [(2х 311 у- у С0$ х + 1ойх)ах + 9(у) 
м = х 510 у-у Зах + х105х = х + (у). 


° Взявъ отъ и частную производную по у, получниз: 


т = М = х*Сбозу - 108у - `З1а х = х*Соз у = $11 х+Ф' (У). 


Члены съ х исчезаютъ и мы имъемъ отсюда 
ф' (у) = - 10ву В 


: 9(у) Да @у = - у1ову чу + С. 
^ Итакъ, окончательно 


- 121 - 
оз хе Бу - у 511 х+х 109х - х-у 1059 + у+С. 


СЛУЧАЙ 8-ХЪ ПЕРВИЗНИЫХЪ. - Теорема. - Необходимое и доста- 
точное услов1е того, чтобы выражек1е 


иах + Мау + Рад, 
гд8 м, МиР суть даннья функц1и от х, у, 2 было полным диф- 
ферекц1аломъ функши 


и = (ху, 2) 
заключается въ равенствахъ 


эм эм эм. э Эм эр 

у 5х’ 92 9 
Необходимость услов1я очевидна изъ слёдующаго. Если дёйстви- 
тельно 5 


` ди Эц эи 
Мах + Мау + Раз = аи = -- “ах + -- ду + — 4 
: 7 ы и ЕЙ аа 


то вь виду произвольности чиселъ 4х, Чу, (42 должно быть 

Эи Эи э 

ри 

Эх эу 95 

Составимъ частныя производныя 2-го порядка по двумъ раз- 

личнымь перемённымъ двумя способами, а именно пох и поун 
затёыт по у и по хит.д., получимь 


Докажемъ достаточность услов1я, т.е. если указанныя 3 равен- 
ства выполнены, то возможно вайти такую функи1ю 
ц = Ех,у, 2) 
чтобы д х. 
Фи = Мах + Мау + Рча, 
т.е., чтобы ео 3 


иствителько, изъ равенства _ 
ЕЛ 
3 = №( 9,2) 


‘заключаем, что 


= оз» + 9(у,2), 


ричемъ при вычислен1и ивтеграла _М(х, у, 2) ах букви уи 2 счи- 


Эи 
'аются за постоанныя, такъ иакъ при составлен1и 5 уи2 счи-° 
_ тажись постоянными. Обозначимъ 


а = &(х,у, =) + ф(у, =) 
причемъ функц1я А 
ш(х,у,2) = икезьтовх, 


_и частная проиэводная 


Зы $ 
= = И(х,у, 2). 


Обращаясь къ опредъяен1ю $(2,у) возьмемъ полный дифферен-_ 
^— шзаъ отъ обфихь частей равенства 


З 
, Е 
Е м = ы(х,у, 2) + ф(у, 2). | 
_ Ймвемъ 
: до е Их + Ву + аа - о ах в + 42 + 44 (у, 2), 3 
откуда _ 


Зы Эы Э“ 
а. СЯ ыы ть ой 
Ф(у,2) = ( 5рах+ (К 3у›95*(Р 5242, 


А: 


° причем 

| и- № -0 

Е эх 

_ въ силу равенства 

: 

: 8 

ы вы, 

ы эх = 

Для того, чтобы $(у,2) могла быть опредёлена, во-первыхъ, р: 

необходимо, чтобь коэффиц1енты ‚ 


о Зы 


_ не содаржали х, такъ какт его н$тъ въ л%вой части; во-вторыхъ, 
ВеОбхедимо и достаточно, согласно случаю двухъ перемённыхъ, что- 


бы 
э 3%. э 95 
ре р Е ара 
92 г 35 эу - 5) 


Но эти услов1я дзйствительно выполнены. Въ самомъ дёль 


Эн 96 . 88 9°ы Эм Э 9 _э Эм. 
Эх у 5 59.5% 9х Зудх 9х у 
Эр 98-3 3% ЭР Э С 
Эх 92 9х 092.0х Эх Эадх 9х 9’ 
далёе, 
те 
92 Эу 
я 
9 Зы ; 
Ок ре 
Зу | 58 ы 
такъ что 
Е э и _9Э9 Зы 
5= Ш = (Р- 1. 
32 | У а [ 321 


Итакъ, функиая Ф(у,2) можеть быть епредфлена по ея полнему диф- 
ферени1алу, чакъ это указако аъ случа$ двухъ перем нныхт, посл8 
‚ чего имфемъ: 

ш = о(х,у, =) + ф(у, =). 


Примьръ. 3 


1 1 
(уз + = + 2ху + 2*)ах + (ха + 5 + х* + 2у2)ау + 
х 


+ (ух + : + у’ + 2х2) 42. 


} 


Провёримъ сначала, выполнены ли три указанниыя услов1я. Имёемь — 


эм эм А 
-- =. + * 3% 
Е 2:1 ах 


эм 
г ая . 
ИЕ На 
тк +293 мт. * х 


Указаннья услов1я выполнены, Найдемъ теперь функц!ю 1. Такъ г 
какъ 


НивЪ а считая при этомъ у и 2 `постояннвии, 
| ЧИМЪ 

ц-= хуз + 1о5х + х?у + ха” + $(у, 2). 

емъ оть и частныя производныя по у и по #. Иыфемъ: 


9$ 


2 = ха + хх? + = + + — 
55 = г 2уз = хё т 
а, 292; 
зу У 
ди 1 а а 
ту + ада ду + а +, з 
89 _1 2 
ЖЕ аа Г: 
: 92 2 :. 
ны дифференцаль ф равенъ < 


4$(у,2) = С + 2уз) ду + с + у*)аё. 
ъ какъ здёсь выполнены услов1я 


© 4, 
(2: ру = 0-м, 
^ 9; у зу 2 


т ; 5“ ф * У ах исх, Ти 
$(у,2) - а + Зуз) ду + 4(2) = 108у + ут + 4(2). 
Чтобы найти $(2), беремъ частную производную отз $(у,2) по 


+ у = у +! (2), 


Сы =. 


ИЕ В ра в 


4( 2) и 104 + С. 


=. 125 - " т 


Опредёливь функизю \( 2), находимъ: 
$(у,2) = 1059 + у*2 + 108 + С 


и наконецу’ ; 743 


ц = худ + 108х + х*у + х2* + 108у + у’а + 1058 +0= 


= хуз + 1орхуз + ху + у’а + 2х + С. 


Мы дедимъ здёсь еще друг1я формулы, опредёляющ1я первооб- 
разную функц!ю по ея полному дифференц!алу прямо по давнымь 
функц ямъ М, М, Р. 


СЛУЧАЙ 2-ЛЪ ПВРЕИЖННАХЬ. 
Пусть дано выражен1е 


4а(х,у) =\Мах + Мау 
эм эн > 
при услов1и ЗУ = 3х ° Выше мы опредёлилхи и(х,Уу) формулой 
щ(х, у). = ы(х,у) + 9(У), 
причемъ з 


ш(х, у) = Лиьячх. 78: 
За 


Но если мы начнемъ опредёлен1е ч(х,у) ве съ формул 5% = М, 
акт выше, а съ другой формулы ы = №, то мы найлемь другое 
выражен1е для и(х,у): 
и(х,у) = ш.(х,у) + (Хх), 

причемь 
ш.(х,у) = кз. , 
Приравнивая два выражен:я для м, получаем равенство изъ трехъ 
членовь: у :. 

и(ж,у) = ь(х,у) + 9(у) = ы:(х,у) + ух)... (*). 
Веря второй членъ съ третьимъ и полагая х= ху (произвольное — 
частное значенае х), находимз:. ; = 

Ф(у) = ы:(Хо,У) - в(хьь У) + (хо); 


беря въ равенств® (+) трет1й Член съ первымъ и полагая Хх = Хо 


у = Уз, ныжемь: ^^”: о. 
(ко): = щСЖозУо) — ма (Жо, У). | 
Складывая. три равенства:.. + ы пой зА: ) 


5 а. 


и(х,у) = ы(х,у) + (у) \. 


(У) = ш.(жь»у) — в(жь,у) + ужо) 


4(хо) = и(хо›Уо) — 41(Хо›Уо) › 


— Щжу) = и(хь,Уо) + [ш(х,у) — ш(хь,у)] + [ш.(хо,у) — Ш: (Жо› о) 


|. х 
х ш(х,у) -.] М(х,у) ах, 


х 
ы(х,у) — ш(хо,у) -] М(х,у)ах ; 
0 Х 
_подобиымь образом Е 


у 
< ш,(хо›У) -] №(хо,у)ау, 
‘слфдовательно 
у 
9:(Хо›у) — в: (Хо› Ус) = №( хо, у) ау. 
у 


Окончательно: ° © 


х у 
и(х,у) = и(хь, Ус) ‚) М(х, у) ах .] № хо, у) Чу. 
К * Хо о 
С1744й 3-ЛЪ ПЕРВМЗИНИХТ. 
Желая опредЪлить функц1ю 4(х, у, 2) по ея полному дифферек- 


4и = Мах + Мау + Раз, 


Эц Зи Эи 
И Е ПБ 
*” 9 г 98 ", 
° в соотвфтотвенно получимь три раздичныхь выражен1я для 
с ы(х,у, =): 
5(х,у, 2) = ш(х,у,2) + 9(у,2) = ш,(х,у,2) + у(х,в) = 
8 = м» (х,у, 2) + Х (у. есь. (*') 
причемъ 
ш(х,у, 2) = |М(х,у,2)4х (у и при интегрир, постоянны) 


ы:(х,у,2) = ик» аву {2 их считаются постоянными) 


ш»(х, у, 2) а (х ву считаются постоянными). 


Ах 


Въ равеиствё (*'), состоящемъь изъ четьрехъ членовъ, беремъ : 
зперва 1-й и 2-й членъ: 


- 4х; у, 2). = в(х,у, 2) + Ф(у, 2), И. ь, = (15 
затёыь беремъ--й и 3-й членъ, полагая х = х.: 


$(у,2)- = 5:(Жоьу, =) + у(хо, 2). — Ш (хо,у, 2)... (2); 
беремь 3-й и 4-й члены равенства (*'), полагая х = хо, у = уо: 

4(%о›2) = ща(Хо›Уо› 2) + Х(Хо›,Уо) — Ш:(Жо,Уо› 2) . (3); 
наконецъ, беремъ 4-й и 1-й члены равенства (*'), полагая въ немъ 
х = Хо, У= Уд, 2= 0: 

Хо, Уо) = (Хо, Ус» 0) (Хол Уо» 20). ель а в (4), 
Складывая равенства (1) - (4), получаемъ: 
ц(х,у, 2) = Ч(хо,Уо»›2о) + [4(х,у, 2) — ы(хо,у,=)] + 


+ [6.(Хо›у,2) - ш:(Хо›Уо›2)] + [4.(Жо›Уо› 2) — е( Хо» Ус» во) ] 
ИЛИ 


< х 
м(х,у, 2) = и(хо, о,» 20) ‚/ М(х,у, 2) 4х + 
Хх х 


о 
у 2 
+ №(хо»У ›2)4у + Р( хо, Уз, 2) 92. 
у 2 


о о 


$. 


Аналитическое изображен1в плоскихъ кривыхъ; 


_Плоскую кривую аналитически можно представить въ одномъ. 
изъ трехь видов» : г 
я - 1°. уз #09 г 
рн 2°. Ку зо ;. 
ао 

ту = 4(%) 
Трет1й виде называется параметрическимъ изобрахженаеиь пло- . 
изъ кривыхъ; по исключени %,мы приходимь къ виду 1° или 2°. 


ь Приипрь у: 


х= ж + 1 ара 


и 


У У 
Исключая отсюда %, находимъ ИЕ 


уо +. 


-9-% 


Е 2 


1 т. 


© уравненфе прямой. 


`Приньфь 2. 


м 
и 
= 
о 
[1 
ш 
«+ 


и 
[22 
л 
я 
з 
< 


) у 
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- увавнен1е окружности. 
Примпфъ 3. - 
х за Со % 
у 
Чтобы исключить отсюда +, воспользуемся тождествомъ 


511 № 


$4074 + Со5*% = 1 


и находимъ уравнен1е эллипса 


ры 
ЕВЕ 
Примпръ 4. 
Их 
41 & 
ы у = 6.Соз № 


На основан1и 
х Созес?% - (01474 = 1, 


получим, по исключен1и &, уравнен1е гиперболы 


Гиперболу можно задать также уравнен1ями: 


хта бь % 
у=ь в. 
Пфимпръ 5. 
х = а(6 - 540 №) - уравнензе 
у = а(1 = Сов +) ЦИКлОИДЫ, 


Пиклоиду описываетъ любая точка окружности круга, катяща- 
гося безъ скольжен1я по прямой лин1и. Пусть эта точка совпа- 
даетъ въ начальный моменть съ началомт коорлинатъ, а прямая, 
по которой катится окружность, пусть слузитъ осью абсцисст. 

При движен1и точка О переходить въ М, причемь рад1усъ С0 
поворачивается ка уголъ ТС'М = %. Выразныъ координаты точки М 
зерезь параметр» $. Опустивъ изъ точки М перпендикуляръ на ох 
и проведя линю 


"ВЫСШАЯ НАТЕНАТНКА". Проф. 4, 4, АДАКОБЪ. Чиспъ 9+ 


мь |! 0%, 
ИМЪ > 
ОТ =.МР = а, 


_а радфуст круга; повтому 
х = ОК = 071-КТ = 0Т-МЬ = а -а 311 % = а(1-530 ®), 


: Черт. 18. 
такт какъ МЫ катетъ прамоугольнаго А-ка МЫС'. Другая координа- 


уз =ТЬ = 1С'-10' = а- а 003 % = а(1-Сов %). 


Пиклоида состоятъ изъ безконечнаго множества стдфльныхъ .в%т- 


осей. Для этого нулно перенести начало координатъ въ точку 
(ка, 22а). Формулы перехода отъ старыхъ осей къ новымъ будутъ: 


х = ка + х, 
у = 34 у, 
За | уравяен1е циклоиды представится въ ВИД 


Х, = а - а 310 &- па = а(4-п) + а 310(4-п) = 2%, + 
+ а 310%, = 2(%, + 310 %,), 
$4: =&-тм ы 
у, = 2а- ата Сов $ = а- а С08(4-п) = а-а Со %, = 


= а(1- Соз %,).. 


$ 2. 
Диффефенцааль дузи плоской кривой. 


_  [усть вамъ задана кривая параметрически, т. е. двумя урар- 
_ нензями 


ча нЕ & = 131 - > С 


х = $(%) 
=. 
Положим, что на зтой кривой даны точки Мо й М, см. черт 
у 12) съ координатами, соотвёт - | 
Е — № ` ствующими значензямт В 
= 
О 1 = %.. 


Опредъленав. Цлиною дуги МоМ, | 

А чазывается предёль периметра впи- | 

р санной ломаной лин1и при неогра- | 
Черт. 19. * ниченномъ увелячен1и числа ея 

сторонъ и уменьшен1и каждой изъ нихъ до нуля. 


Реофема. Длина дуги М.М, выражается опредленнымъ интегра- 
ломз: : г 


Предположимъ, согласно опред$лен1ю, что въ кривую вписана 
лоцаная лин1я, Пусть вершаны этой ломаной лин1и будутъ 
1 141 
, м у. м ). , мп) 


РЯ БР БРОВИ ея = М,; 3 
соствётственныя значенйя $ пусть будуть 
ее (1) „(1+:) 
КИ РН РА; 


По опред®лен1ю длина дуги М.М, равна 


1=1-: ; 
р +1 |: 
дл. МоМ: = пред. $ м ) м1 у: 
1=%..4=0 
Е (1) (1+3 
Чтобы выразить длину хорды М 2 ) 
литической Геометр1и. Имемъ: 


‚ обратимся въ Ав 


а = уче" Е 
Введя сбозначен1е 
(1+) р Ао =8 кр 


по форыулв Лагранжа будемъ ямфть 


у 4+) (1) 


А 
ГА 


о<9<1, 


ее 
роиз-› 
з1е равно. у | 
о укеМ, 
``’ безконечно малая. 
с добнвнъ же образомъ находимь 
хх : : А 
ие АО Пе ; 
т ве - безконечно малая, я 
ря (4). (1+3) и 
у Посл этого длину хордь МИ хожемъ переписать в®. 
‹омъ виль 


: р НК Е ЕВЕ МЫ С 
ана У», ов ый = 


Посладнее можно написать на освован1и того, 310 
(1) (1) 
& а В 


ть величины безкояечио малыя и почому корее приводится къ 
виой части и безконечно малой величина в . Далзе имфемь 
1=0=* вы Е ар ре : 
о (1 1 
_дл.^МоМ, = прэд.х [Иее 2+ ч'(& + А 5 т 


0=® 1=0 
(+) (1) 
+2 . &% 
По теорем% объ эквивалентныхь безконечно малыхь величинахь | 
при отыская1и прёдёла сумиы безконечно большого числа безконеч=- — 
_но малихь слагаеннхь можно откинуть безконачно малья величины 


ыспаго порядка в» юахдомъ слагаемомъ. Въ данномъ случай зам&- 
‘нивф каждое слагаемое главнок его частью, получимт 


дао МоМ, = пред. 2 
п=% 120 


Этотъ предфлъ есть опрелжленный интеграль й 


у, ще ое Е з 
к ус”. ак: В 
Я Фо |. # о 
Замимануа. Выражен1е для длины дуги мы вывели въ тоиъ пред- — 


_ подожен1и, что вравая авдана вь Форм . 
а х=5(0, = 


© 


ГУ: = 0. 
_ Вайдя лоддеровиуы хву 

_@х = ф' ($) 4% 
ду=у' (4%) 9%, 
к: _выразниз длину дуги черезь нить. Имъемъ 


з.Деузастая в > Мути. 
5 Хо 


Если уратнен1е кривой задано въ зид® у = #(х) пли 
‘Зах, у=о 


Хх. РЕ 
$ - уе Ч, , 
Хо 1 ый 


к р 


ТА х, абоцисса точки У., а х, абошиоса точки М,. 


% 


Слидствфе. Если точка М, (конець дуги) перемцается 
вой, то $ будеть функцаей оть значензя &, отвфчающаго точ 
такъ что 


Доказатвльство. Согласно зависимости, существующей 
_ опредёленнымт. и неопредфленньымт интегралами, имфемъ 


ил путай в - Жи - 
о а 


т.е. такая функлзя, для которой лифференцааль 


а Уи а 
_ дааа нано. ы Е 


ипръ. Вычиолать длину вётви 


дикдовд, наданной уравне- 


сх = а(4+51щ $) $ $ 
ие: 2(1-Соз ®). 


р 


Черт. 20. 
4х = а(1+Соз $) 4% 
ду = а 840 % 94%, 
=а?9%*(1+2 Сов 1+С0374+510°4) = 


% $ 
=а*44"(2+2 Соз %) = 4а*Соз? - А 


% 
9$ = 2а Соз 5 а. 


Длина дуги от начала 0 до вВкоторой точки М будетъ 


% % 
зе абы; = Ча. . 


Полезно замфтить, что 


32 = 16 а*310* = = Ва, а(1-Соз +). = 8зу, ; х 


№2 < 


ТЯ 


Отсюда длина половины ветви ЦИКЯСИЛН. 


СА уно = 4а 


_и даина Болной вётви 88. 4 


- 135 - 


$ 3. 


Касательная, нофидль, подкасатвльная и поднормаль въ 


прямоузолъьной сисивиь косрдинатъ. 


Замтчанае. Какъ бы ни была располохена прямая Ё относитель- 


но осей прямоугольной свстемы х, у, если назвать 
5: ^ 
х, = в, у,ь = В, 
то всегда окажется 
Соз В = 511 а. 
„Саздующ!1е чертехи поясняютф эт0: 


ет 


04% < УЗ 


^=\ 
= 


> 
№ 
р 
| 
1 
и 


ЕЯ к 
44 < 35 49 


Зерт. 21. 
Въ самомтъ дёлё: 
вт 1-мъ случаз 360° - В = 90° - а, оз В = 511 а 
во 11-мъ случа В=та- 90”, Сов В = 5ша 
въ 11Т 027328 — 360°- а= 90°+ (180°- В), Э1щ, а = Сов В 


а Рек 


к Н(х, у) къ влоской кривой на- 
< зывается предфльное положен1е 
сфкущей, проходящей чрезъ. точ- 
ку Ми безковечно близвую кз 
зей точку кривой М.. : 


Реофема. Уравнен1е каса- 


Черт. 22. тельной въ точк® М(х,у) къ ири-_ 
‘заданной уравненлями $ 
у = #(х) : 
Е(х,у) = 0 ` 
х = (+) р: 
= : 


Ъ видЪ ы Е 
Е ТЕ ух 

т и Х означаютъ перемённыя координаты -точекъ касательной и 

Е 

9 


а _ Положимтъ, что уравнен!е кривой задано вт виде 


у = Е(х). ге 
Пусть координаты точекз`М и М, будуть 
М(х,у), М,(к*+Ах, у+Ау) 


тогда имфемъ 
Ем у ду = Е(х+Ах) - 2(х), 


такъ какъ М лежитт на кривой. А 
_ Угловой коэффицзенть сфкущей ММ, равенф =, 


Ах 
угловой коэффицуенть касательной МТ равенъ 
А 9 
АА ах ° 


о Сл®довательно, уравнен1е касательной ЫТ будеть 
1-уу. В -». 


`Зампчанае Геометрическое значенте у": такь ‘изъ 


оэффипленть касательной есть У’, то, какъ известно изъ 


‘ической в Реомелрл, ее Е 
‚ у = що, 
ТА а - - уголь, составляемьй касательной съ осью ох. 


__  Зампчане 11. Замщняя у’ ва Е › понучимь другую 
‘уравнен1я касательной: _ 


Зе р 

`Замписнае 111. Всаи уравнех1е кривой задано въ вид8 _ 
Е(х,у) = 0, 

`чтобы найзи у', вузно взять очъ [(х,у) производную 


а =абь 
® х} 5 (1 у) 5 


С скомъ _вид8 


х = 9(Е) 
узи 
развен1е касательной будетъ 

Х- (6) 7-ч(%) 


Ф' (0 4" (9) 
Прижаръ 1. Вайти уревиен1е касательной къ 


=“ 


чз й = зао) 


1+ За Ч7 


Прижпръ 2. Дана кривая (Декартовъ листь). 
ж + у’ - Заху = 0 (м. пера. 13). 


ое 9-30-50 9 Найти касательную къ = 
у ней въ точк% 


(, =) Чтобы уозлизьоя 


910 эта чолка дёЙ- - 
ствительно лежитъ на. 

кривой, положимъ въ Е 

:. м уравнен1и данной кри- 
\ вой $ з 
б < ха 
Имвемь: бе“ 

2х° — Зах? \= Ге 
Черт. 23. х? (2х-3в). = 0, = 


3х* - Зау + (3у?-Зах)у' = 0, 


Е Е 
ле НЫ = 
Въ данной тачк& 
р 
Е ‘уравнен1е касательной булетъ. 
За За 
Е В: 


Ой х- За = 0. 

`Примпфь 3. Язва цаклонда (см. черт. 24) 

ь хабе, > 

= : . у=а (1-Соз %); 

_ найти уравнен1е касательной при $ = п. 

3 _  Овредёлимъ скачала угловой коэффин1 еитъ касательной | 

: 4 аа & 4% За % о 
' -- ——------ = ------- = -_ 

2 . т 21-698 +) а% 1-Сов% _ ее 84 

Отыфтимь здёсь, что 


= = бы, 
=: 2 


м. > Черт. 24. 


Уравнен1е касательвой пра % 


х = па 


у = аа 
у’ = бо "И, =0, 


у - 2а = 0 ({ж-ка), 


у = За. 


Вайдемь выражен!е для косивусов» угловтъ, составла: ы 
ельной съ ослни координат. Пользуясь веразев4амя | 
и $30 а черезь 1 а, и заыбчая, 410 для угла касатех 


5 овью 0х. _иыбвыз равенство : у <: 


5- 


Инта Е Тах"+ву" а 
реа. Знакъ +, взятьй въ предыдущихь фориулахъ, отвЖча 
‚тому направлен\ю касательной, которое совнадаетъ съ напр: 


ем возрастаюцихь дугъ (текое направлен1е касательной бу 
р -ы ‚ иавивазь положительнымъ нзправлев1емъ). 


1,25). Проводя касательнва, паралдельнья оси оу, 
точки А, А', которыми кривая дфлится на верхнюю и низ 


Юй ОТрЁЛЕФ. : 
Тогда пыфемь для верхней половихы кривой уголх « тупой, — 
Соз а < 0; 

съ другой стороны, при 
переход® оть А' въ А, по 
направлен1ю, ук. 
стрёлкой, : 
ах <0 
9$ >0, 
слвдовательно 
) 42 
5:9, 
95 - 
Чер?.25. 
_ только о знак, то 


Для нижней половины кривой ныфему 


. Соза> 0; . 
другой стороны, при переход отт А къ 4’ 
. «> 0,. 


Е 


слздовательно 


4х 
в“ 
и 
: 4х 
ЕЕ 


Пусть теперь дуги возрастаюте вт каправлен1и часовой стрл- 
кв (сы. черт.28). 
Имфемь для верхней 


Е половин: 
Соза> 0; 9х > 0; 
9х 
9$>0; а ыы 
я 
Соза=+-—. 
0 ны = 
Для нижнэй половины 
Черт. 26. Сова < 0; ах < 0; 
-я 4х 
48> 0; 550; 
4х 
С: = + — 
оз а 8 


Итакъ для положительнаго иаправлен1я касательной имжемъ 


ах 
Сов = + — 


а5 

и, согласно зам®чан1ю въ начела $-а, 
4 4у 
Соз В = ВБаое= +35’ 


—— - @5 


-=^ 
а = Х,Г; в = 1% 


Опредьленае. Прямая, проходящая черезъ точку М данной кри- 
вой перпендикулярно касательной вт этой точк кривой, называет- 
ся - нормалью. 


ГАВ 


Творема., Уравнек1е нориали’ имфетъ видъ 
Х-х+ 9". (1-у) =0 


или 


( - ах + @- яду-0. 


Доказательство. Уравнен1е любой прямой, проходящей чрез = - 
точку М(х, у), будете На у 
У - у= а(х-х). 


Угловой коэффицтенть нормали опредфляется изъ условая пер- 
вендикулярности кз касательной. Если а угловой козффии1 ентъ 
нормали, в У’ - урловой кооффиценть касательной, то условуе 
перпендикулярности будет: 


ау' +1=0, 

1 

И, 

Ввося это значен1е ‘а въ ураввенфе прямой, проходящей черезъ 
_ точку (х,у), получимъ уравнен1е нормали: 


_ озкуда 


ве 
иди ы 
1-х+у'(7- у) =0. 


Замьченуе. Бсли кривая задана въ видё Ё(х,у) = 0, то 


сли кривая задана уравнен1ями 
х = Ф( 6) 
у=у( |, 


то уравнев1е нормали будетъ < р. 
[Е - эр" + И- ЖИ = 0. 
Твофема. Если назнать положительной нормалью то направле-_ 


26 ея, которое такъ расположено относительно. положительной 
касательной, какф положительная ось \-овъ стносительно пола- 


- 143 > 


жительной оси Х-овз, 10 


-^ 
Соз(Х,Н) 


сов 


Въ самомъ дёл, чтобы получить уголь меду положительною 
нормалью я осью Х-свъ, нужно касательную повернуть въ подожи- › 
тельномъ изнравлен1и нз уголь /›. Пусть 

& = 1,1; 
‚тогда А а 
ХА =а+* /, 
-^ а 
Соз(Х,М) = Соз(в+"И,) = - ва=- з 
сов № = Заа(а+ И) = бов а=+ ыы йе 
Заипчанае. Возьмемъ опять `два расположен1я касательныхъ, 
соотвётотвующихъ возрастан1ю дугъ противъ и по часовой стрёак®, — 
и посмотрим, юакъ будуть направлены въ обоихъ случаяхъ норма- 
ли (сы. черт. 27). При первом расположен1и положительная нор- 
маль - внутренняя №1, направленная въ сторону вогнутости кри- — 
вой; при второмф - внёшняя Ме, направленная въ сторону вБПук- о 
` дости кривой. 


Черт. 87. 


— 


Опредьлене. Всли МТ и ММ представляютъ касательную й нор- 
маль къ кривой въ точк® М, то отрёзовъ (см.черт.28) шМ называ- 
езся поднормалью (5п}, отрёзокъ шТ назынаезся подкассвельною. 
{5%), отрёзокъ ММ называется длиною нормали (№); отрёзокъ МТ 
называется длиною касательной (Т). 


Теорема. Указанные отрЁзки имфютъ слёдующ1я выразен1я: 


Зв = уу; №= уму" | 


Докаазяельство. 


1 для Та Т1 расположеная имвець изъ пряно- — 
ваго А-ка аММ е р я 


у 


Черт. 28. 


Ш = м ша = уу 
За = 


ыы - № = -у 98 (180°- а) = уу ааа 
Изъ прямоугольнаго А-ка иМТ: 


у 
- Лр=-у Соя ч=- 
Е г 


ОИ С 
Т = у + Е = | У Из: 
ы , 


римтфъ. Возьиеме параболу > ыы 
у* = 2рх #о: 


2уу' = 2р . ЕЯ ВАИ 
За = уу’ =р. ` МИ улАваь 


Вто извкотное свойство параболы, ‘нв которонь основано 


такъ какъ 


Т=- 2х и Ю=-х, 


то отсюда слздуетъ: 
ОТ =-х, 

1.6., что вершина па- 

раболы дзлитъ подка- 

сательную пополамъ. 
Чтобы постройть 


-&  касательную къ пэра- 
бол% въ точка М, нуж- 


Черт, 29. но отлохить стъ вер- 
шины параболы О отрёзокъ ОТ, равный ‘абсцисс® точки М, и 
соединить точку Т съ М. 


'Задача 1. Найти кривыя съ постоянной поднормалью: р- 


Имфемь услов1е 


4(у*) = 4(2рх),  4(у”-арх) = 0, у 


откуда 


ЛФакимъ обрезомъ постоянной ‘поднорыалью обладаютъ только па 


раболы, у которыхь 


у" =р 


уду = рах, 2уау = арах, 


у" - 2рх = пост. = - 2рх., 


у’ = 2р(х- ж). Е 


ось совпадаетъ съ осью абсциссъ. 


‚Задача 2. Найти кривья съ постоянной подкасзтельной: а. 
Во условзю задачи 


Или 


х х 
9 108 у = а(- 5, 4( 108 у + = =0, 


х 
195 у+ Я = 1001. = 108 У, 


*ВЫСНАЯ МАТВИДТИКА". Проф, 4. 4. АДАНОВБ. Лист 10. - 


п 
Че 


— а 
т *-&, зе *, уже *. 
ь 


Эти кривкя иыВитъ с44-_ 
дующую фигуру (см. черт. 30): 


Забача $. Найти кривья 
съ постоявной длиною норма- 
аи: а: - 


такт что 


Черт. 30. у = а Соз «. ° 


Дал, 49 = - а 510 а 94, 


къ какъ’ 


9 
9х = — = А Со «.ау, 
у 34а ь 


в 2: 
4х = Со а. -а 511 а да = - а За. #2, 


Чх = 9(- а 341 а), х- хь = - а 41 в. . 
Ятакъ иокомыя кривых опредфляются параметрическими уравяе- 


х-ю=-а о, уз=а Соза, -. 
‚ко орыя, по исключен!и а, даютт окружность 

ы : (х- у = а ь х 
$ центромъ на оси ОХ и съ рад: усомт а. 
`Задача 4. Найти кривья съ постоянной длиною касательной: а. 
По услов1ю 


ь у=а $11 а. 
Отсида 

Чу = а 03 а 9%, 
слёдовательно 


у Сова 
4х =-- = Со 5-=--- 
г 54.4 = а ет да, 
и % 
Соз?а 1-10 
О ВЕРЯ ОВ Жи" рее да = 
ы Е и аа и. 
Ча х [3 РА 
= = $ а = р» 
2 [ т ая . | а [= лы Соз : | 
Итакъ искомыя кривыя опредёляются параметрическими уравне 
в1 ями 


х-ж = в (Сова * 1085 № 5) 
У = аз а. у 


Ясно, что для построен1я кривой достаточно давать & зна’ 
и1я 0 до п, причемъ картина изыёнен{я хи у будетъ слёдую 


СЗ о + к 
х -® Хо + ® 
у о а [о 
Отызтимъ еще, что 
> ду 
зе на 


при а= ги. обращается въ <, такъ что в точк® (хо,а) и 
зельная || оси у-овъ. о 
Е Кривая, обладающая постоянной касательной, называется 
риссой и выфетъ слёдующую фигуру (сы. черт. 31): , 


_ Касвтельная, нофмольъ, поджасалельная и поднофмаль въ : 
. полярной сиспвиъ координатъ. , 
_ Опредълен1е. Въ полярной систем координатъ положен!е кз- 


ельной (сы. черт. 32) спреджляетоя угломт в; и = (ОМ, МТ): 
рад1усомъ вектором точки касан\я и касательной. 


/ Черт. 32. 5 

Проведя 01 _| Ми МН _|_ МТ, находимъ слёдующае отрёзки: = 
рвзокь ОМ называется полярною поднормалью, отр®зокъ 01  на- ий 
в. полярнов подкасательною, стр. ММ назыв. полярной длиной * 
али, отр. МТ назьв. полярной длиной касательной. 


Творвиа. Указанныя величины слфдующимъ образомт выражаются | 


Ба 
— 7+! ? |. 
г 


Доказательство. Замётимь относительно угла п са дуюцее 
(см. черт. 32): ци = а-@. Отсюда 


В ва - 189 Соз0 ау - 51109 ах. 
1+ 46а. 180 Соз9 ах + 3119 ау х 
Лакъ какъ р» } 
ха-г боб >>$ И ет. 
Ева ПЕ: С (вело +) < 
то 
4х = 0030 аг - г 5110 40 
Зу = 5100 аг + г Сов0 99, 
отсюда ь у бобы бр Рой: 
ь в > 
Соз@ Чу 100 4х г 99 Иова, е- @% 
Соз0 ах + 5110 4у = де, 
и сл5довательно: с я раб В. | 
ив 4г НС 5 


Изъ чертежа (Т)’ видно, что 
ХОМи = ОНТ = |. 


Изъ прямоугольныхь треугольниковт ОММ и ОМТ имфомь для 


‚чертежа Г: ы 


За = 9 Со тг. = = 


г 
3% = ОИ щртг. = = 


= к 


Йзъ чертежа 11 изходимъ: 
%0МЫ = № 0ТМ = ц- 90° 4о-( 


Зо = г 48(ы- 90°) =-г (0% ц=- гу 
? 


5% = г Со%Е (в - 90°) = - г и--т. 


Зная длину поднормали и подкасательной, легко вайдемъ: 


Ма ММ = У г? г" 


й 


Замичантв. Въ полярной систвыЕ координатъ выражен{:е диффе- — 
цтала дуги имфеть сд®рующай вадъ: 
а = ДИ 0-ю а, 
Доказательство. Выше мы уже нашли: 
ы 4х = (0380 4г - г 51100 949 


9у = 5100 г + г 0050 а0, 


%довательно 


83. = учу = Г = у 


м ЕЕ = №940. 


Прииьры. 1°, г= 29 - спараль Архимеда (см. черт. 33). У 
этой кривой поднор- 
маль посзоянна 


Зое в: 


< О 


2°. ча = 
гврерболическая спи- 
раль (см. черт. 34). — 
Она нмзеть постоян»- 
ную подкасательную- 
Въ самомъ д%4%, имё- 
емъ : 


15 


Зерт.33. 


х О. 


то по формул для 
‚Черт. 34. случая [1 паходимъ: 


от 2 


° ис . й у ее 
3°. гэзае °- логарифмичесвая "епираль - ный уголь | 


ое. 


| а 


постоянный (см. черт. 35). 


Имфеыт: 
: 09 
г и. ав *- ах 
# 
о 
8 Е в 
4°. гза (1+Со36)- 
кардзонда (сы. черт. 38, — 
у. 
Зерт.35. 


5°. г’ = а*Соз 29 - Лемвиската. - Вервулди. Она имъетЪ видф. 
восьцерки (сы. черт. 36, ТТ). 


Зерт. 36. 


Задача 1. Вайта кравую съ зостояннымт угломъ |* 
Во условй»ю задачи 


г 
48 и= р = : (постоянясму) 
озкула | 
ыы = 199, 9105 гз= 4(щ0), @(1о& г-ш0). = 0, 
10р г - 10 = 108 а, 10 == 29, = = и г = в. х 
а 


Тавимъ образомъ одна только погарифиическая спираль обла- 
даетъ указаянымъ свойствомъ. 


Задача 2. Найти вривую съ иосстоянною волярною длиною вод- 
воригли: 3. 
По услов1ю 
О НИНЫ = 
откуда 
9г= а 99, 9(г-а9) =0, г- аб = пост. = - а6,, 


г(0- 0.) = а. 


| 
=> (6-16. 
а 


до Полюса. . я 


_ Задоча 4. Вайти кривую съ постоянною полярною нормалью: 12. 
По услов: я 


Заизчая, что 


- ам г’ - г бо, 

лим+: 
Е*(ачбочн*р)- а м аи, те аа. 

_ Далфе : р 


@ ь 
г’ = 5 = г Совы = а З1а р. Солан = а Соз р, 
@г а Сози вы 
998 = ——- --- 9 
2 Сози а Совы я 
9 - 6%. = в 


_ Итака 


акъ 10° ; 
г= а 510(9 - 0,5). Зак: 


7Это есть уразнен1е окружности пад! усё ыы ` проходящей че- 
› полюсь, прачемъ касательная къ окрухности въ полюбз  на-. 
ена къ полярной оси под угломъ в (см. черт. 87). Въ ие 


убфждаенся, ОН уравнонзе к» па не " 


К &# 
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х* + у = зу 6039, — ах 3109.. 


Задеча 5. Найти кривую съ по- 
стоянной полярной касазельной: а. 


По услов1ю 
=. В а. 
‚Черт. 37. 
Вводя . г’ во Соб, 
о. 
ги ь: +Со%ы = а  г= а Сова вь 
Далве 
аг - а 310 ар ь 
ел аи, 
ыы г а Созы. Софи м 
откуда 
9-69, - ыыы мк 


итак кривая опредёляется параметрическими уравненами: 
г = а Созы, 9 - 66 =в - Ш ы. 


При измзнен1и ци отъь О до Мы получается слёдующая фигу- 
. ра (черт, 38). 


к Зсдаио 6. Найти кривыя, 
Е у которыхъ уголъ и прапор = 
ц1оваленъ углу 9: 
и = 60. 
Е 
Черяу. 38. щи = ет я к, 
озкуда. 
Чк Соз &9 4г 4 Зо к0 
о ИЕ ^ в, . 
К.104 г- 108 В Кб = пост. = К.10ов а , 
откуда е 
К.108 # = 10 51 №9, 
к 
СЕ = а нор а о вв. 
а 


Йскокыя крИвЬЯ изображаются уравнен1емт: 


Еривизна, радзус® кривизны и центр кризизны. 


Понят1е "кривизна" приваллехиту въ числу ‘зар1орныхь поня- 
‚ такъ какъ мБ ясно представляень, что изъ двухъ кривыхъ 
@рт. 39) вторая обладаеть большею кривизнок, чфмъ первая 


А» 


Черт. 39. 

_ Когда точка М пробфгаеть дугу одной и той же длины ММ, на 
той в другой кривой, касательная на первой кривой цоворачивает- 
^ ся на Уголь горазло менья!й, чфмъ на второй. 

Изизрен:е кривизны производится такъ. Боли мы возьмема кри- 


г Е 
т &^ $ 
фм Ра о 
1 $ ги 1 АР % 
у \-№ / 
Черт. 40. ь 


| м и М, касательнья, тс уголъ между виия 46а называется угломъ 
межности; для 1 расположен1я будемь имёть: = 
й ва >20; УМЫ, = 4520; 

для 11 расположен!я ы 

да <0; 4>0, 


Опредпленав Т. Отношзи1е дазывэется среднею кривизною 


Аа 
Е: 45 
‘дугя ММ, .Оно 18ыъ больше, Ч%ыъ бБотрёе. поворачивается кааа - 


р 
а 


785 = 


‘тедьная при переход сть точки М къ точк® М..Это отношен1е вы- 


ходитъ > 0 при отачет® дуги противъ часовой стрёлки и < 0 при 
0199628 - по часовой стрёакф. 


Ефивизною въ данной точкь М кривой называется 


Пред. Е? . 


при 49=0 ид и ь 
Если представимъ, что кривая задана параметрическими ‘урав- 
вен1 ями 
` х=9(4), у=у( 


и назовемъ черезь ДА праращензе параметра % при переход® отъ 
точки М къ точкВ М,, то 4% и А5 будуть функцаями отф % и 


1% ; тогда кривизна въ данной точк® представится слёдующ. 06- 
разом: 


Аа 
Г 4% Пред. ( г ) 39а 
| Аа т А% А(=0 ы 4% 
ред. < = Пред. д | п И 
1$ ГУ $ 94; 
45=0 А4=0 | тя Пред. ( я ) Е 
44=0 
@% 
Пе ЗАИЕВР 
95 мА. 
ыы 


ФРеофвма. Для окружности рад1уса В кривизна во всвхъ точ- с 
кахъ постоянна и равна */В (сы. черт. 41). 

Въ самомъ дёл, проведя чв- — 
резъ точки М и М, касательныя ий — 
соединивъ эти точки съ цектромъ 
окружности, найдеме: з 


ЖТЕТ, = М, = да, 
ММ, = В = 45, 


откуда 
Ао 1 
.41. = а 
Черт га г 
и слфдовательно; 
МА В 
ВЯ 


45=0 


Занпчанав. Можно доказать, что окружность воть едниствеи- 
з кривая, кривизна которой во всёхъ точкахъ постоянна. Для 
 прочихь кривыхь кривизна мёняезся при переход®`отъ одной точки 
‘ъ другой. 

Дайствительно, по услов!ю ча . 


Ч 


ЕЕ = постоянному 


8. 
43$ = Ва; 


95 = Инуе) ах = Игиша ах = 5 


50 
Чх 
—--- = Ва 
Соза Е 
4х = В (05 д ба х-ж = В ша; | 
Далфе 
у = у'’4х = 14а . Е Соза 4х = К 51а аа, 
У- 5 = - В Сова. 


Итакъ, кривая съ постоянною кривизною */В опредёляется урав- 
ен1зма 


_которыя даю?тъ 


(х- ж)* + (у- у) * 8", 
т.е, окружность радлуса В съ произвольным положен1емъ цент- 
ра (х, У... 


х 


ы Опредвленае ‘11. Рал1усомъ кривизны въ данной тозк® М кри- 
о вой называется радрусъ той оврухности, кривизна которой равна 
«кривизнВ данной кривой въ точк® М. 


Увофвма. Выраженае пад1уса кривизны въ данной точь% М им%- 
_ @1ъ слждуюи1й видъ: 2 
Е 98 
Ю 


В = а. 
: 
_ прячвых при 1 расположенаи (сточетт дугъ противъ часов. стрёл-- 


398. 


ви) : 
45 
В и 
я да * р 
при 11 (оточеть дугъ по часов. стрёлк*).: 
Пе 
> 9 


Черезь ксординаты точки М рад1усъ кривизны выражается слё- 
дующимъ образомъ: 
(ах’ + ау") 


О Е 
9ха*у - дуа*х 
и в5 частности, если х есть независимая поремфиная, то 


3, 
Е Им 


Доказательство. Такъ какъ кривизна данной кривой въ точк® 
М будетъ: 
9% 
8’ 
‘а крявизна окружности рад1уса КБ равна */В , то В будеть ра- 
д1усомъ кривизны (согласно опредфлензю 2), если 


Е | да | 
В ЯВ 
откуда я 
о | и | 
Ча 


Такъ какъ К считается чясломф полохительнымь, 10 при 1 
расположен1н нибеыъ: 


48 >0 | 4“ 1 4% 
Г: >20; РИ Е" 0 
45>014$ В 45° 

Пра ТТ располомев1и: 
о ИИ 
8$ >0 | 45 К 45 


Чтобы вайти выражензе К черезъ коорданаты точки М, замё- 
тиыъ, что 
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Отсюда 
&« = агофа ( 37.) 
з : ах), 
1 ах.а?у - ду.9*х ах.4*у - ду. 4*х 
а В би ны 
1+ (8): ах" ах” + ду" 
9х ` 
такъ какъ 


= И ду; 
то, подставляя найденныя значен1я да я 93 въ выражене В, 
получим: 


‹ 
Если х независимая первиённая, то Чх постоянное число и 
4х з 0, 


Раздфливь числителя и знаменателя предьдущаго выражен1я на 
4х°, получимз: 


Заиьчан1е 1. Если х и у заданы въ функции %, то тогда 


удобнёе вычислять рад1усъ кривизны непосредственно по формулв: 
в 


4; 
В = 38 
Примпръ. 
х = а(% - 540 $) 
У = а(1- Сов %) 5 
Имбемъ у 
4х = а(1- Соз &)4% = а 2$10* 5% 
у = аи 64% = в 23405 0082 4 , 
ду $ к $ 
3 се; м УФЕ = 49(> >> 
ах 85 5-5 
ы $ 
Е да = - 4% 
& и а и. 
Далзе 


и, накояець, 
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2а 51а ; 4% ;. 
и 5 


- 4 
Здзсь выражен1е В мы взяли со знаком - 


4а 51а :. 
& 


‚ такъ какъ зна- 
менатель отрицательный (отсчетъ пол. дуги по часовой стрёлк%). 


Найдемтъ еще длину нормали той #е кривой. 


: Е. -Соз % 

Н = УР = у око Иа кА 

ад 2 М, 

= 2а 511 ге 
Оказвказтся 


В = 28, 
т.е. радлусъь кривизны циклоиды равекъ удвоенной длинз нормали. 


Занвчануе 2. Всли кривая задана въ полярныхъ координатахь, 


И 


Ех 


это нетрудно вывести. Въ самомь дёл%: 


с: 98 . 
во НК. 
а = ц+@ 
откуда 9 
да = а +99; р 


, р 
Кром» того мы имёли 


сл®довательно 


бы 1 


гр! а 


Деде 


43 = У; +г* 40, 


отсюда находим окончательное выразен1е К: ‘ 


РВ ‚© ‚Т 


ее. а 
й + (12+ ыь 


г? + 27:2 — гг" 


- Вх частныхь случаяхь удобнзе вычислять рал1усъ кривизны по 
формул 


В.,= ы: ы ’ 
причемъ м 
г 
& = +0 и 4в= -. 
г 
Вапримёрь, для логарифмической спирали 
09 
г = а, 
имёенъ 
ны = :, в : Со08%, аи = 0, 
а потому 
4« = 99 
= О ко 
- 48 ав ” 


во длина нормали 


сл донательно 


ОТ 2-4 
Зампчан1е 3. Вели кривая зэдана Въ ВИДА 
Ех, у) = `0, 


то раллусъ БВ вычисляется ол®дующимъ образомт. 
Приравняем® нулю полную производную функции Ё(х, у), пос я: 


Лфвая часть есть сложная функц! я 07ъ х, такъ какь зави- 
сить отъ 3 эргумектовь х, у и У‘, представляющихь функции 
сгъ х; перепивене поатому предыдущее уреннен1е въ вид®: 


Ф(х,у,у') =. 0. 


Текз какъ фувкшя ф = 0, то й полная производная ея по х 
равна 0: 


Из этого уравнения опредёляемь у". Тогда 


в ВБ 


о: оу 
Ваприм$рь, найлемтх радЁусь кривизна кривой 


т ху Заху =:0 
в+ точкв ? я” 
т ИК 


Дифференцируем» ‚данное уравнен1е 
Ах" -`Зау + (Зу"-Зах)у' = 0, 
_ откуда въ данной точка 


уе. 11 
ще рззф дяфференцируемъ предыдущее равенство пох: — 


(2х-ау') + (-ачауу' )у",+ {у*-вх) у". =. О, 


Полагая 
х=у= Да, 19 =- т, 
полузям а: м мым 
4а + 4а +, а?у"= 0. 
Отсюда находим р ще мове 58 
и 32 
1 
Е ИВ За 2 
обра ООВ Вх 
^ За ы 


Опредълен1е. 3. Центромъ кривизны для данной тачки М к 
называется цевтьт Гого круга, который нызеть в тачкё М общ 
_ 6% данной кривой касательную и равную съ ней кривизну, причех 
этотт кругт расталоженъ сз 
гнутой сторойы кривой, куда | 
правлена внутфевняя Норыаль 
Такой кругф Наёёноется крут 
кривизны, а радфус» эго, к 
`бьло установлено въ преды 
щемт опредёлен1и,  назызае 
-‘радфуФомт кривизны (вм. 
42). 


у: Здедирьы КмЦьщь ЕЫ 

Теорема. Коораинан 

ЕЕ СЗУ ори р опре, 
ИН оС аа. равна (кой 50) опр 


. "вЫСвАЯ дави", __^ йр0#- 4.4.444 __  4ися 


Доказательство. Отр&зокъ МС (см. черт. 42) имфетъ проекц:- 


_ ами разности координать конца и начала: 


у Ж-х, 5-9; 


В боз( №), В Соз( 1, у; ). 

‚ Приравнивая эти выражен1я, получимт: 
х-х = В Соз(Х, м;) 
У-Уу = В Соз(1, м;). 


съ другой ‚Сторовы эти прое могутъ быть выражены такъ: 


Въ зависимости отъ отсчета дугъ имфеыъь при Т расположен1и 


_ (см. черт. 43): 
} 


Черт. 43. 


При втором расположен1и имжемъ: 


45 
Ча 


В= + и №; - положит. вормаль. 


В=- — и М; - отрицат. нормаль. 


| : -.163 = 
Въ Т случай, согласно форм. $ 3, стр. 139: 
Соз(Х, №) = Соз(, №) =- Зав 
Соз(1, №): = Сов(1, Н) = + Сов а 


<. 


‚во 11 случа: ы 
Соз(Х, №): = - Сов(Х, М) 


Соз(1, №) = - Соз(1, №) 
& потому въ произведея1и на К въ обоихъ случаяхъ получимз: 


+ 51 & 


и 


- Сова; 


ж-х = ао 99 = Чу "а 9 
| да 45 94а (С 
к ОА о 
| Кот да 93 ° 94а ЕР 


Отъ зтихъ вырашен1й можно перейти къ выражензямъ черезь ко- 
| 


| ординаты точки М. Имфемъ 


Подставляя найденнья значен1я по- 
лучимь 
По: 6 мы 
ВЕ" Ча ° 9$ а 
ь 2 с 65 к, 
С 9« 95 4 фх.а?у - ду.а*х 
Если независимая перемёниая х, то 4х постоянное и 
| 4х =0. 


Посл& дёлен1я чиолителя и знаменателя нё 4х“ получаемз: 


Е ОЕ 


Ус-у-= 


Приипфъ 1. Для цикловди 
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х = а(4-54а &) 
$ у = а(1-Соз &) 
найти координаты Жи Ус- 

Для въычислен1я улобно брать формулы 


хехе = г | 
9х 
о ель" 86 
Выше мы имёли (замфч. 1): 
= а хх У 
х : да = - 9, 4% У 
ах = а(1-бов 4) аъ : 
вы и: 97 = аз & 4. 
Сл довательно: 
| хо = а(-Би №) + 2а За $ = а(++540 &) 
>. Ус = 2(1-Соз №) - 2а(1-Соз 1) = - а (1-Сов ®. 


Покажеиъ, 9то пентры кривазны циклоилы сами лежать на цик- 
лоидв, равной данной и расположенной слзлующимьъ образомъ (черт. 


Дйствительно, пере- 
несемъ начало коор- 
динатъ въ точку’ 
О,(ка, -2а); формулы 
перехода къ “новымъ 
осямъ будутз: 


; х=х, + па 
Черт. 44. у = у = 128% 


Подставляя вызсто х и у найденныя выше вырэжен1я хо и 
Уз, получимь так1я новыя значен1я для координат центра кри - 
ВИЗНЫ: к 
г Хх, = х- па = а& + а 315 & - па = а(4-к) - а $311(4-п)} = 


= 2, -за $10 %, = а(%,-51а %,), 


гда 
НТ 


у, = у+ 2а = -`а(1-Соз +). + 2 = ача оз ф = а- 
, - а Со5(4-п) = 2(1-Соз %,). ив 


Итакъ въ новой систем® координать 3,, 0,, 1, общее ивсто = 
м 
$ 


’ центровъ кривизны данной циклоиды предотавляеть ту же вамую’ 
_ циклоиду. 


Примтръ 2. Найти центрь кривизны для аогарифиической `спи- 


`рали 
г = =. 4148 


Раньше (замЁч. 2) мы нашли для логарифмической спирали 


Ша в 
р Ъ., р к ы = (003%. . 
“ . = 0 
‚о ЫЫ Е 45 99 Е: 


1.6. центрь кривизны (см. черт. 45) совпадаеть с+ точкой №. 
‚. ы 2 Полярныя координаты еРо’ 6; 

у к +3 ? дут’ у 
: .Гс = ОМ = поднормали г'=ш 


99+", . СЕ 


Задача 1. Найти крив 


ордината, у которыхь рвд1- 
Черт. 45. усъ кривазны въ каздой точ: 
«8 пропорц1оналень длин нормали. _ з 


По услов1ю 
| = К 
| На ров 
№ '2 
тез | И . | 
Это можно переписать съ одним» энавомь: . р 


/ х $ к. ил 
. О 
ы Е Ча : 


АЙ а В 
считать К числомъ положительнымь 
Е Е 


_какъ . Е ВАЙ 


отрипательныеь. 
ыы 


СЯ 


р 4х = 4. 
_и слздовательно 


Чу . Софа = Ку да, 


ау 51а а | 
= м: а 4&, 9105 у= 9(-К 108 боз в), 


108 у+К 108 Сов а = ност. = 1ова, 


у. бовина, уз —- о. аа 
Соз а я с 


_ Далёе, такъ какъ 
ах = К.у 94а, 


ах к тон 
ив п 
Соз а у 


х-№ = Ка А, ще 
Соз 9 
°  Изтакъ, искомья кривья представляются пвраметрическими урав- 


аи хо постоянныя произвальнья). Квадратура беретея въ конеч- , 3 
_вомь видф только при К цфломъ. Разберемъ частные случаи. 
1) к=-1, Зд%сь 


х-м = -& бов а 44 = - а 34 в и. " 
у = 2005 а, у 
(х- ху’ а 


За 


Это есть окружность произвольнаго рад1уса съ центромъ на 
оси Х-авъ, 
2) к = 1. Здёсь 


х-к = =. = а105 (И. + и 


Соз < 
ЙЬы = 
Со а“ 
Отсюда х-х, * 
= чм. + ““.) 
х-хо 
е а = бов (“И . + м 
но вообще 
+ Сов = ее 
185 и +Соя ш ид, 
поэтому 
Х-Х . Жо 
9 1 2 2 2у 
е г о я я =, 
З40( И» + а) Сова г а 
озкуда | 
2 еда Е 
Е 


Это есть уъпная линфя съ вершиною (хо, а) (лерт. 46). 
(Форму циной ли - = 
у наи принимаеть "я- — 
зелая нить  яаБ 
ЦВль, концы которой 
закрёплены) . 


3) к=а. 
|6 Зльсь 
| Г. 
б х-ко. = 28 ка. 
Со о 
Черт. 46. = 2а ва 
уз 6 = а(1 + 45а). 
Соз*а , 


Ясключен1е 4 х раеть: 


ам х)* Аа» - в) 

$ . 

о есть парабола 2-го Ор. авы которой лежить въ 
(%, а) в ось || оси у-сть (черт. 47). 


4) к=-2. Вды 

кв = - да она д 
_=-а И. 1*Сов2а) аа = 
= - /,(20+3102%),, 


вы 


у = а бовщоз 8 
а 
= /,(1+0о8 3%) 


Это есть ЩиклОм А н 
расположенная сатдувщиыь 
зомъ (вм. ‚черз. 48). Е 
Задача 2°. Найти кривыя зъ ыы координатахь, у кота- 
рыхъ радфусъ кри - 
визны въ каждой 
точк® пропорц1о - 
налень полярной 
длинз нормали. 

По условаю 


= Кобе: ЕЕ 
. а=ц+0, да = ар + 96, 

овательно т : 

т ди + 49 =К.49, ди= (к-1)96, 
Зкр= и: ВЕ 

в Иа во мы вадзли (стр. 148 - задача 'о кривыхь, 

поризональностью угловьыи 0), что’. ‘при ом 

№9 выходить 


Полагая 9. = 0, что  аввобильно мин одной кривой изъ 
_ безчисленнаго мнохэства кривых», получаемыхь вращен1емъ этой 
_вравой около полюса, :8 ит бт случаи: 


1) к-2, Здвок ^^ 
Уравыен1е : р 
гта 3100 или хе + у’ = 


а 2 % 
/, съ центроиъ на оси у-ове 
60, 9/,`) "(черви т 


що = в 5 
ММ = 
2) 
“‘уравненае 
а?310 20 
преобразуемт ‘такъ: 
ва 226030 - Е =. 
| `а* Сов 2(9 - ".) р 


и тогда видно, что это есть 
ниската Вернудан, повернутая 
уголь 45° (черт. 50). 


еси, канъ общее ипсто центровъ кривизны. 


Свойства эволюты. 


_ Опребвленлев. ‚Общее итсто` ценировъ кривизны зсьхЪ 
0 _ кривой называется ‘эволютой | этой кривой. Саца же 
моя во отношенфю къ эволюль эволъвентой. 


вы 


а 


если уравнен1е эвольвенты 


или искличен1емь х и У изъ системы: 


20 


(ах* + ду*)ау 


4х.а?у - ду.а*х 


(хе + ду) ах _ 


4х.4?у - ду.4*х 
задано въ видз: 


х = $(+) 
у= (8), 


‚если уравнен1е кривой задано въ вид% 


1°. Эволюла эллипса. 


Пусть эллипсъ заданъ упавнен1яма: 


х 
у 
Вудемъ искать координ 
Хо 
Ус 
Имфемъ: 
О 8у 


у" = = 


Озтсуда 


у= Ех. 


= а Соз % 
=Ъ 511% 


&ты Хх, 


ок 
(1+у'*)у' 


- а. 51а %. 


а 


И = 
ыы 


? Сов (1+ ых бон") 
— = а С05 %(1- 81071 - 


ж = а (оз % 


8 510°% 
? 2 ® 2 
ар" а -Б 
- --. 03%) = а (08%, ——— =, 008%, 
2 2 ы 


а э ь з 
Ус = БВ ь- ня $10°%(1 + ес „Со ) = 


а’ 5? 
26 $4104 (1 - --. $412% - (037%). = Ь 5109%.-- 


= > ое. 


Эволюта эллипса получится искличенцемь & изъ системы: 


Для этого нужно составить 
311% + оз? = 1, 
й тогда получим: 


1—1 


эксцентриситетъ эллипса 
овательно 
я 


къ какъ ОР (Р фокусе) = ае, то С лежить 
_ Для точки В при "/, имвемъ 


25° 
25° 
сер" паза 


Г можеть лежать внутри, на обводй или внё эллипса въ за- 
имости оть отношен1я а къ Ь. ин 


УР: `Эволюта циклоиды. Выше мы нашли, что эволюта ЦИКклОидЫ. 
такая зе циклоида (см.черт.52), извёстнымь образомъ рас- 


х= а(ф- 51а ®). 
у = а(1 - оз %).. 


. 
Черт.52. 


у шо 
‚3°. .. Эволюта лозавифмичаской опироли: г = 6. 
ая координать центра. крявязны АИ зашли ояолуаца 3! 


Я 


ис нары балк ЕЯ и Е 
а - из- 


к 
бе -6+^,. 


Подставляя выведеннья отсюда г и © въ уравновзе лога- о 
рифыической спирали, получимъ Е р 
то е/ь 

№ 


п, ь к 1050 
ыы Иа 
откуда хе = вал 06 й мае я паевой 
з» д» : +051 (9-9). 
. Обозначим: @о = Е те: } тогда получинъ: го= ае (Эс-во) 


т.е. оэволюта‘логарифиической спирали есть та же спираль, но по’ 
вернутая въ положительномъ ваправлен1и на уголъ 9,. } 


м: Эволюта параболы: у*.= 2рх. вт 
Веремъ т 


- Здесь, 


откуда 


Такимъ образомъ 


Хх, 
с 29 
3 : у 
АИ 
р 


Изъ этихъ уравкен1й исключаемт у. и получаемь: 


(де - р)* = 37-5 


. \ ус = 58. (ж- 
№: о ет 
з _ Фигура эволиты параболы слдузц, 


ертем» 53. 


Свойства эволиты. 


Теофема. 1) вормаль къ эвольвент& въ точк& М(х, у) служить 
касательною къ эволют8 въ точк® С(хо, Ус) (см. черт. 54). 


2) Длина дуги эво- 
люты С,С, равна раз- 
ности радазусовъ кри- 
визны аэвольвенты М,С, 
и И,С,, если при воз- 
растан1и дуги рад1усъ 
кривизны также ‚все 
время растеть ( иди 
все время убываетъ). 

Доказательство. 
Дзя координать точекъ 
эволюты имземъь выра- 
жев1я: 


95 
ж = х- р З1а а 


= у.* ее Соз а 
У Ча 


Черт.54. 


Найдемь угловой коэффицентъ касательной къ эволют% въ т09- 


к® хе, Ус. Для этого находимъ 


` 


да 


мо 8 . 43 
4х. = @х- -- }1005 в.а - 5 «.4() = - За «.4(5-), 


такъ какъ 


. 4х 
[в ыы 
оз а ЕЕ 
и потому 
45 45 ах 
ет 8 ЕО = м ; 
ах ЧС & д = 9х 4 * 33 да = 4х - 4х = 0; 


такье: 
48 <. 4$ 43 
ас = 4у- — За ага + боз.4(-) = Со5 8.43), 


такЪ какъ 
ду 
За я 
а 


я потому 
ду - $41 а,45 = 0. 


Угловой коэффиц1енть касательной равенъ отношен1ю 


95° = - Со = УХ 

ах я 
во - */у' есть въ то же время угловой коэффиценть нормали 
къ эвольвентв въ точкф №(х, у), такъ, что касательныя С,М, и 
С.М, къ эволютф въ точкахь С,, С, являются нормалями къ 
эвольвент® въ точкахъь М,, М,. Для доказательства второй’ ча- 
сти теоремы имфемъ: 


= 
Чже + 4уз = [+5] = в’. 


Обозначимь черезь св дугу эволють, отачитываемую отъ н8- 
котораго начала С., имфемъ вьражеи1е для дифферени1ала дуги: 


95° = акё + 492 
закъ что оказывается: 
95° = 98° 
> 
45 = 985, 
есав с и К растузь одновременно (40 = - ЯВ, если при воз- 
астан1и с рад1усь Е постоянно убываетз). 
Отсюда 
9(4- В) = 0. 
Слждовательно 
с - В = постоянному для всвхь точекъ,. 
*.з. 


9: - В, = д, - К» 


= 175 = п 


чм, . 


и за начало дугъ эвОлиты принять тозку ` с. то и : 
79 С.С, =. ря у роза р м1 
быбь 5 о, ’ , 94 


55:- 9 аа = С, —-м.5. › 
ее и В анось доказать. 


Шримпръ. Вычислить Алану сбьода эволють эллипса. 
Для дуги 


С.С, = [мес | КУ 


Пользуясь вывеленными тьше выражензяии для. коораинать: ‚рен 
ровъ кри зязвы 


› имфемь 


ри 


Отоюла 


Ум и = 


`СьСь - СоМе, развивается такъ, то сходит съ эволюты всегла 
по касательной, 10 свободный конецъ нити вычерчиваетъ дугу | $ 
МоМ.. Отсюда понятна причина назван1я Эволюты (сть лат. слова | 
еуо]уеге - развивать). 


Зампчанте 2. Въ виду того, что 
В -с = Сопз% 


(см. св. 2 эволюты), 20 по данной о, дуг8 эволюты, имфемь | 


з 
= 21, 
ГД 1 постоянная произвольная, и, сл®ловательно, по данной 
эволютв можно построить безчисленное множество авольвентъ, ко- 
| лорвья представляютъ систему равноозстоящихь или паралледьныхь 


‘цривыхъ. 

Вообще для данной кривой Мш мы получимъ ей параллельную, | 
если на всфхъ пормаляхь къ 
| щёый данной кривой стложимъ отрёз- 


ки ММ,, шш,, ... постоянной’ 


длины К въ ту или другую — 
269) > сторону я точки. Мш.,... са-. 
единиыъ кривою.Всли мы будемъ 


отрёзки К считать  положи-. 

Черт.55. тельныыи, когда они отложены | 
по положительной нормали, то (по форм. $ 3, стр. 148) найдемь 
слФдующ1я зависимостя мехду координатами тачекъ И(х, у) Р 
ИЕСх., у.) 


х.-х 


к Соз(К, ь 


= -КБша 


р 
| 


Е Соз(М, 7) 


и 
+ 
х 
Е 
и 


+ К Сов а, 


< 

„ 
О 

< 
и 


Теорема. Въ соотвётственныхь точкахь пзраллельныхь кривыхт _ 
касательнья параллельны, 2) разность радфусовь криризны пс- 


43 АТВАТИК А", 1ро$. 4. А. АААШОВЗ, } Диспъ 14. 


Вы: К.Соз ‘а.аа = ах - ина 


м - 


95 Е 


4х, = аж(ат э, 


ду, = 4135 


ырахаеть параллельность касательныхь (свойство 1), 
ай в суть углы касательныхь къ кривыыъ Мп, и 
м, составляемые съ ссью х-овт. 
У находимт : 


Ча зб С "Са? + ву”), 


. и 93- дифферениталь дугф кривыхъ М;:0, и М№ш). 
в арее равенство на другое: 


В, -В = ЗК 


_ (свойство 2” - постоянная разность радзусовъ кривизны). 
Составимъ, наконець, координаты центра кривизны кривой М 


(х,) с 


(7. 


з-х> - 


9< 


Яримпръ. Для эллипса 
х = а.Соз 1, 


У 2'310°% + Б*Соз*% 
дельныя кривыя: 


у = 5.540 %+ 
225107 + 6*Соз*ь 


. ы перемфнили здёсь К на -К* сравнительно 55 Фоому. 
') ) не будуть уже эллипсамя, но всф эти кривыя имютЪ < 
эалипсомь зволюту я 


Е хе» Ус) = 0. 
Ввражая, что прямая МС въ одно 
_й 10 же время имветъ ось козф- 


> фиц1 ет: 
ЧУс 
9х. - какъ касат. къ эвояюзВ СС, 
въ точк (хе, Ус) 
- г — какъ нормаль къ эвольвен- 


Черт. 56. т& ММ, въ точкВ (х, у) 


- какъ прямая, проходящая черезъ точки 


а Ч ЕЕ" 
: М(х,-У) и С(хе, Ус), 
учавмъ два уравнен1я 


О а 6 
Чхс ау Жо ь 


_ Исключая хо, Ус изъ этихь двухъ уравзен1й и уравноная 
(же, Ус) =0, 


А СЫ а Альное ет 1-го порадка мет 


^9(ж у, Е о, 


которое даеть намъ систему эвольвентт, имфющихъ данную эЭволю- = 


Боли ее эволють задано въ параметрической форм8 


= $(4) 
Е | = 0, 
роступаемъ такъ. Изъ уравнен1й (*) находииз: 
ву в : 
г ду 4 (6) 
= =. 32 % 
ах ах у" (в) м 
9% 
Чу: ах . З 
м Ве ый. ие я их 


‘изъ ‚лы зе разви о 


(у - (51 (= - ыы д (ь) 
_ ид и 

х.^(%). + у.щ(4) = Жи Я 
Дифференцируя эту зависимость по 4, находныт: 
4х 


зе '^(® 9 «ВО ох." С). + уши) =). И 


Сюда вносимъ 


1% 


изъ (1) и 
(4%) Х( ы 


о Ва 
ркеь (2), посл чего уравнен1е (3) приметъ Чорму: 
9х 


о р(&) +х.0(6). = =(). 


_ интегрируется; опредфливъ стсюда- х . черезъ *, и посто, 
х = #40, 


— изъ (2) затвыъ найдемь и у какъ фузкию ® и С: © 
у = Р.С, ©). 


Эти два уравнен1я и дадутъ систему' эвольвентъ. 


Примъьъ. Найти кривыя, эволютою которыхь служить 


а.Соз % 
- 8.10% 


х.боз & + у.З4а а а 
Дифференцируя по %, им%емъ: м. 


конь + Я. зат - х.510 & + 9.08% = 0; 


ыы ==, 49 $ м ик, р. 

: ет +1 Е вгу РГ х.боь, - 

_сдвдовательно : : . ь 

ах’ 310+ Соз?% 

— (бов% + ——-) - р Е = 

Е (Соз бе 2 х (511 ь + Е т + а.бо=0 Е 

1 1 Но. 

я. я их те = - а.С048 &, { | 

Умножая уравнен1е на Соф5 +, находимъ 

у. 

9х $ Соз % | 


4% Зав ЕЕ. 


а х : . 
Е [5] = - а.Софк"\. 


Отсюда 


и сл%довательно 
ь. х = а(Созф + 6.511 &) + С.31а %. 


Далфе : 
а а Соз?% м 
тт Быт ^ 09 Бр 5. В 


- 84. Соз & - С.Со3 & = а(31п & - %.003 &) - С. 
Искомыя эвольвенты будут: - ее 
х = а( бов ь+ %. 310 %) + С.341 


у = а(51п &- %.Сов &) - С.Совз %. 


4 


$7. 


Озибающя и озибаемыя кривыя. Эволюта, какъ 
у отибающая нофмалей. 


Опредьленав. Всли разсматривать систему лин1й 
Е(х, у, а) =0, 

зависящихь отъ одного произвольнаго параметра в, 10 характе- 

уе 


фистическою точкой кривой - 
Е(х, у, а) =0 


называется предёльное пололен1е точки пересёчен1я этой к; 
съ другой кривой системы, которой отвёчаеть бозкоачно близ 
значен1е с. 


Творема. Характеристическая точка кривой 
Е(х, у, в) 20 
опредёляется системой уравнен1й 
1(х, у, а) = 0 


3+ 
Эа (№ У & =0. 


Доказательство. По опредфлен{ю, Чтобы найти у характерист 
зескую точку, мы должны рёшить систему #-хъ уравнен1й: 5 


Е(х, у, а) =0 ) 
1(х, у, +40) =О при да=0; 


е (к, ух =0 
рн - Р(х,у, а) 


съ приближен ем Да къ 0, эта система стремится къ ук: 
вой систем ? 
Их, у, а) +0 


абы 
9 \ . 


] 2(х, у, в) =0 
ывается отибающей ифивой или обверткой для данной системы: 
й, системы называются въ таком случав озибаемыми. 

Теофема. Уравнен1е обвертки получается искличенемь а изъ 
темы я 

Е(х, у, а). = 0 ны 
ЭЕ 

3 0 у 9 +0 ви: 
® Доказательство. Написанную систему можно разсматринать какъ. 
ва параметрическахь уравненйя дяя опредфленая координатъь ха- 
актерисзтическяхь, точекъ въ функцёи параметра о, ‘а потому иб- * 
пючене о дасть зависимость мезду хои. у :- . координатами 
очекъ на обертк®. 


Зампчанле. Если мы пролифферениируемь ‘ураннене 
Е(х, у, ®) =0 


х,  разсматривая у и а какъ функц:ю оть х, то получимъ: 


1х у, о) + у боя) ухе а ели ск 0. : 
Это уравнен1е обратится въ _ 
с $ (хуура).ах = 0 
_ или просто в$ - 
Фа (х,у,а) = 0 
_ (такь какъ ри не равно тождественно нулю), если одновременно 
.' р ' 
и (ух = О и у бы, а) =0. 


“мы увидииъ ниже, что такъ пазываемыя особенныя точки кри- 
Е(х, у, &) =0 
къ разъ удовлетворяютъ систем уравнен1й дя 
а ь Е бу м0 ый > 
а 
в; то #4 
' — 
- у (х, у = 0, 2 
’такъ какъ при выполнен1и этой системы выполняется также и 
угая система 
ых 


р 


к 
М служить характеристическою точкой. 


ЗА, кк 


ты 185 - 


 (ж, у а +0 


ги (х, уу =0, 


то отсюда заключаемь, что эта послёдняя система не только оп- 
редёляетт, по искличен1и а, огибазщую &ривую, но также можетт, 
‘во исключен1и а, дать общее ипсто особенныхъ почек кривыхъ 
системы ' ; 
иовнемкиЯ Е(х, у, &).=0. 

Твофена. Касательная къ обвертк® въ точк М совпалаеть с 
касэтельною въ этой точк® къ той изъ огибаемыхь, для сторо 


Положамтъ, что мы имФемъ систему кривыхь ^^ 9 
Е(х, у, а) =0. 


Задав &= 9%, мы выдёлимъ н%которую опредёленную огибае. 


мую 
Е(х, у, в) =0. 
Ея характеристическая точка опреджляется системою 


Е (х, у, в) =0 
Э 
38 (Х У». 6) = 0; 


пусть это будеть точка М(х., у.), такъ что тождественно: 


Е (ж, У ш) = 0 т. 
ЗЕ са 
а (хо, Уо» 40) = + 


Имфемъ уравнен1е касательной въ точкё М огибаеной 


У -у5 = У'.(- ж) 
в уравнен1е касательной въ точкё М. къ обвертк& 
М ЕыЕ 


=” ^ Докажемт,. что 
в" ние. Пт 


‘ 


Въ самомъ дёлф, для огибаемой у' опредёляется изъ ур- 1 
Е ЗА 
3х (х, у, ‘45 ) к 5 (х, У, 45) .у' = 0, 


въ данной 


Еакъ 0 постоянное; откуда находимъ 
1 : АН ЕЕ 


М( хо, У). 


у= = т С 45. 
р Е АОЕТСЕ 
Фу (ж, Уоз 4) 


Для обвертки 7 опредфляется ва основан1я системы 


Е (х,; у, я) +0 : я 
ра со аниный 


38 (х, у, а) = О при а перемённомъ 


яменно, дифференцируем» уравнен!е 
Е(х, у, а) =0 


шо х, разсыатривая не только у, но и а какъ функцию отъ х, 
спред&ляемую -услав1 емъ 


э# 
| 38 (4 9 =0; 
получим» уравнен1е 
О ОЕ ВНЕ о, 
эх ЗУ 9а ах 
въ которомь послёдн1й членъ пропадает въ силу равенства 
ЭЕ 
= (х, у, ©) =0. 
5 у, в) 


Въ данной точк* М(х., у.) имфемт для опредфлен:я у" 


' “. => . 
Ех (ж, у, @) + г Сие, м. я 


причемь а не произвольное число, но в= 4... Дёйствительно, 


точка М(х, у.) принадлежитъ обвертк® (*), слёдовательно удо- 
влетворяетъ систем® 
Е кв). =. 0 


# 
В: (хе, Уо, а) =0, з 
да 


Здесь а должно удовлетворять двумт уравнен1Аыъ, сафдоватедь- 
_но оно не можеть быть произвольно; изъ сравнен1я съ системою 
(**) видно, что одно изъ значений а булеть. а=о,. 

ь Итаку, имКеыъ : 


м аа, 6). 


у', 
гри, №) 


что и требовалось доказать. 


те 
Е : 


Слпдсте4е. Если огибаемья лин1я суть прямыя, то онё& обра-_ 
зуютъ систему кадательныхь къ обверткф, твкъ какъ касатедьнья = 
къ прямымъ суть эти семья прямвя. ; 


Пфииьрь. Вайти кривую, для которой отрёзокъ касдательной, в: 
заключенный между осями координатъ, ссхраняетъ постоянную дан р 
у ну, т.е. найти огибающую для си- 
стемы прямыхъ (сы. черт. 57): 
х у 
+= 
о В 
пря услов1и 8)? 
Ух в +8? = а?*). 
Чтобы вайти уравнен1е обверт- 
ь Черт.57. ки, нужно исключить параметры в п 
В изъ системы 


Дая опредфленая 3в ПРодифференцируемь равенство 
Гы Е 8" = Ре * 


Имжемъ 


_ откуда 


к Теперь послёднее уравнен1е системы можно представить въ та 
омъ ВИД 


завислщую отъ однозо паромонра а: но для упрощеня | 
‘лучше сохранииь оба паролеяро, волько ны 8 ея. 
(ва ояз 4. 


$ 83 
Итакъ, уравнен1е обвертки получится исключен1емь а и В изъ 
системы 


У 2 2 > 
-+-= + = 
гв т; а В а 
ИЯ 

* 8 


Чтобы исключить ©`и В, поступаемь такъ, Переписавь урав- 
вен1е 


ЕВ 
а” 8* 
въ вид пропорц1и 
р и У/В 
а? 8" 


составимъ производную пропори1ю 


_ ХИ + УВ 1 
сы 
откуда ) 
А ИН 
° 8° а” 
и слёдовательно 
д" = жа 
83 и уа* й 
’ = (ка?) ”* 
э) 
в = (а); 
Складывая, находимъ 
й. ый 
а = `(ха*) + (уз*)”*, 


й 
‚а сокращая на а/з, получимъ окончательно 
2, > 
ой 7 7. 

ео Я с 
Эта кривая называется ‘оспроидой и хотя напоминееть (черт. 
_ 58) эволюту эллипса, но не выводится вакъ частный случай изъ 


ея уравнен1я, тахъ какъ уравнензе эволюты  эалинса теряетъ 


_ смыоль при 


Теофема. Эволюта кривой представляетъ огибающую нормалей : 
эвольвенты. 


Теорема зта  слёдуеть — 
уже азъ того, что нормали 
`эвольвенты, какъ огибаеивя 
прямыя, образуютъ систему. 
касательныхь къ эволют® 
обвертк$ этихъ нормалей, но — 
мы выведемь ее еще иначе. - 
Докахемт, что характери - — 
стическая точка вормаля къ = 
ланной кривой есть центрь 
Черт.58. кривизны, тогда огибающа 
лей данной кривой будетъ общимъ мёстомт центровъ ЕрНАВНИ, 
. согласно предыдущему $ 6 - эволютой. 
Мы знаемъь, что уравнен1е нормали имфетъ вядъ 


#- х+у'(1- У) = 0; 

зто уравнен1е системы прямыхъ, зависящихт отъ параметра х 

эго функщи у = #(х) (уравнен1е эвольвенты) . { ь 
Координаты характеристической точки ик: двумя 

_ зжионы ь 


Х- х+у'(1- у). =0 
Е > 
аз которыхт второе выводится изъ перваго дифференцирован емъ 


20 х, причемь у и У' разоматриваются какъ функц1и отъ х. 
йзъ второго уравнен1я имфемъ 


й 
1осл$ чего первое даетъ 


м ы (1+у"=) м: 


т: РВ А 


_  Сраввавая съ формулами $ 5 для выражен! я Корат цент: а 
кривизны, _пиемъ: 


' . О 

да находимт координаты характерастической точки 
Фак 

. = о м 

.@. характеристическая точка нормалей есть центр кривизны, 

‚Что и ‹зребовалось доказать. 


_ Примпфъ 1. Найти эволюту эллипса, какъ огибающую его нор- 
лей. 

Пусть уравнен1е элдяпоа дано въ параметрическомъ вид® 
х = а.Со3 % 


у=а. 511 & 


Написавъ уравнен1е вормали ВЪ вид& 
Е (Х - хах + (1- у)4у =0, 


_ подставимь въ него вифсто х я у его выражензе въ фувкщи &; 
сокративъ на 4%, будемъ им$ть : 


- Ц - 2.608 /.а.310 & + (1-Ь.341 %).5.Соз 6 = 0 


— За, 40 & + 16.08 &=- (а’- Ь*).330 %.008 в... (1). 
Диффоренцируя по параметру \, находимъ 

ы За. Сов & - 16.510 6 = - (а* - ь*) (Сов — 510°%), .. (2). 
Помнокая (1) уравненае на 310 %, а (2) на Соз фи сложивъ, . 


_ получимъ з 
г - аХ =- (а*- 5") 60° ; ь 


_ подобным же образомъ цайдеыъ: 
$ + 57 = (8* 16°) 3406. 
Отсюда имфемъ ссвокупнссть уравнен1й эволюты 

‹ . . 


к ЕВ ббаеве 
а 


> 2- 
те $10°4 , 


Этот» результатъ найдень быль выше ($6, 1°) другимъ путеме.. 


* Е > бин изаь 
Примпбъ 2. Найти эволюту гяпербель „какъ огябающую ея нор - 
малей. 

Возьмемъ гиперболу въ видЁ 


к 


та 


Ч 


` ВНЖ , 
_ Уравненае нормали будет й 
(Х-а.6. $ а.36 %+ (1-Ь.38 +)5.68 %=0 


_ ван О ; к т 
Х.а.56 & + Т.Б.СВ & = (2° + 5*“)56 $ 6%... (1) 
Дифферениируя во %, находимъ ] 
.а.бв & + Т.ь.36 & = (а* + 0*)(Св*ь + 307%)... (2), 


Изъ системы (1) - (2) опредёляеиь Х и У. 
Умнохжая (1) на - ЗВ +, второе (2) на СВ + и складывая, им 
_емъ: 
аХ(бв°& - 367%) = (а* + 6*)(Св?ь + За бь + 35° СВ %), — 


откуда 
тия = а? + 2 


Х = -—— 66% ; 
а 


Умножая (1) на Св +, (2) на:- За и складывая, находимв: - 


—_ 5(Св*ь - 3676). = (а* + 52) (Зв & СЪ? — Зв $ СБ®% — 389%) 


РН р 


- З5°%. 


На основан1и тождест, 
65° — 3551 о 


произволимт исключен! 


Е: На 
[а 


ЕЕ РЕ: 
а’ +5? 


Фагура эволють гиперб 
лы приведена ва чер 
. 59. и 
Озибтимт, что отр 
Черт.59. х _ зокь 0С представл 
0, такъ что = и 


. Ваправлен4е вознутости. Точки сплющенности и первзида. 


Посвровн1в А въ простпйшихь а 


_ Воли въ данной точк® М(х, у) кривая имфетъ одну касате 


} _ оса У-овъ (см. черт. 60). На Т чертеж имемъ вВОГНуТОстЬ. Въ. 


у 


Ем 


Черт. 60. 


= 198°- : г 


11 - вогнутость, ‘направленную въ сторону отрицательннхь У-овъ; = 
на черт. 111 имзеыъ въ точкВ М восходящ1й перегибь; ва чертез& 
ТУ - висходящ1й перегибъ. ь 

Воли обозвачимь отрёзокъ 


: Т.М, = ш,М, - ш.Т, 


‘черезъ $, то можно написать: 


для Г случая 6>0О при Ах 50 безразлично 
и ок №20 " 


1.6. 5 не ыфняеть знакъ съ изыфнен1емт знака ху; 


для ПГ случая 8 <09 при 4х <0 


до"! аки С 
ТУ п а бро уса < а 
Зои", АР 
т.е. 5 мфняеть знакт высот св Дх. : 


. 4 
Теофема. Если въ данной точк® М(х, у), гру касательная це 
шлельна оси у-овъ, первая изъ производныхь 


ут 9 9У, до 
(#1). 
обращающаяся вт нуль, оказывается четназо порядка: у 0 
Е 
ра в 
21) : 
Е 1) >с су 


> въ точк® М расположен1е ХТ, т.е. вогнутость направлена 
стороку положительныхь 1-овт, и при 
(#1) 
/ у <0 
расположен1е 11, т.е. вогнутость направлена въ сторону 
дьвыхь 1-0въ; @оля же первая изъ производныхь (*), не 
хся въ нуль Въ точк% М, оказывается нечетназо порядка 
(2+1) 
у 


2 


(2+3) ; | 
; >00 имфемъ восходящ1й перегибт (расположен1е = 


_э арк (*1*') <0 - ниоходяц:й перегябт( расположенае 


ЖАТЕЖАТЯКА". Проф. 4. 1. АДАМОВЪ. Лисшь 13, < 


ЗАРИ. 


гвузость направлена въ сторону положительныхь 1-о 
а - въ сторону озрицательныхь \-овт. 


Имфемь уравнен1е касательной 


Я-у = Уу(-*. 
х х = х + 4х, 


у + ух = 1. 


Итакъ, координаты точки Т, будуть Т.(х+Ах, м 
Согласно нашимь обозначенаямъ яифемъ 


6 = (у+ ду) - (у+уАх) = ду у'4х. 
_ Шаришемь разложенте Ду въ рядъ по формул Тейлора съ до- 
ительнымъ членомъ въ форм? Лагранжа: 


ут 2. 3; „.(п+1) те 


; у + 
Зи 21. 1.2...(21+1) 


> маЕ: 
При |4х| достаточно маломъ знакъ 6 одинаковъ на я 
_ вомъ рерваго члена разложен1я, т.е, 65 имёеть зиакъ г ) пра. г 


С расположен1е при у #1) < 0. 


0 и слёдовательно, мк им\емь Г распол. вой У >00 и е 
Е 
Если зисло #21 > а, то точка М называется оао сплюцен = Е 


ее ОБ а 


ности ( р шер1а%).. 


Если У первая не = 0, то имфемъ 


№ :32 (21+а) я и (#1+2) з 


22 ана) * 


причемъ 


в > 21 +1; 


при |4х| достаточно маломъ знакъ 6 одинаковь со знакомъ 
_перваго члена, т.е. при Ах «0 & иыфеть знакъ обратны 


#]+\ + 
2 Х при ы > 0 6 имёеть знакъ одинаковый съ т в. 
р 1+3 в 
а если у : 2% 9, сто мы имземъ расположенйе 111;е0- — 
ре х. 
аи у < О - расположен1е ТУ. 


Слюдствав. (Для нахохден1я точекъ перегиба данной _ кривой 

са%дуетъ рёшить уравнен1е р 
5 у" = #"(х) = 0 

в стобрать лишь 1% корни, при переход® черезъ которые у" мы 
вяетъ знак; эти`корни й дадутъ абоциссы точекъ пора (из 
гиба). 1 

Доказательство. Разложимъ Ду" въ рядъ по формуд® Тейлор г 
<ь дополнительнымь членомъ. Имфемз: в: 
| Ах ("') же (1%) Ах (+в) а 


В == + -—— —-. 
ду ТУ ЕЯ инь 


РА 


Е 


Изъ этого разложен1я слёдуетъ, что Ду" мёняетъ знакъ 

%н8 знака 4х, именяо Ду" ‘ывняеть зкакъ съ`- на + п 

одящемь персгиб% (такъ какъ тогда у5(?1* > 0 и ду" и 

еъ знакъ съ + на - при висходящемь перегиб (такъ какъ > 
п =. 

Остаатся добавить, что 

| ду" = у"(х+Ах). —- у"(х), 


_ маняеть свой энакз. 


ивръ 1. у=х’. 
ставимь производныя 


5 изъ уразненя 


циссу точки перегиба 


у*) 


_Въ то же время 


= 


Черт. 51. 

овательно, у" мьняеть знакъ 
_ у! мфняеть знакъ 0$ - на 
ибъ (см. черт. в. 


Примььь 2. у= жа 
_ Вмемь (см. черт. 6%): 
& 5 у' = 


‹имъ обравом пря переход$ ` через зозкт перегава. 


рдината вайдется изъ уравнен1я кривой: 
у=0. 

ъ точкв (0,0) имфемъ перегиб, такт какъ при 
1роизводная, не обращающаяся въ нуль, будеть нвчетнаго по- 


"=. 


! х=0. 


ме 


х=0 пер-_ 


= А>0. 


х= 0 есть корень 3-го порядка функцаи у", 


Черт. 68. 
при переходё черезъ 0. — Такъ 
+, 10 мы имфемь восходащай пе- 


6х* 


зе 


у" = 0х“ 


_ Вторая производная ут=о ‘при х= 0, но знака не мзняе: 
‘чаЗловатольно, ‘перегиба НВтЪ, аыземъ точку сплющенности К 


какъ У’’ первая не обращается 30 и 21> 2). 


Заипчанае 1. Въ точкахъ перегиба у" можеть мёнять з 


обращаясь не въ куль, а въ безконечность. 


г Примпръ 3. 
_ Находим 


При х-0 у" 


Черт. 63. 
_ Пфимтьъ 4. 


Здзсь 


п при хо _ обращается въ безконечность, по безь 
- перегиба нётъ (см. черт. 84). . 
ьчан1е 2. Въ случаф, если 

у.е. у’ ==, то можно разо: 


вакь при у’ == 


то можно примфнять предыдущ1я правила; такъ, для нахохден1я 
точекъ перегиба, нужно взять т% корни уравнен1я 


Ре а К 


° при переход® через»ь которые х" мБняётъ знакъ. 
Примтфь 5. уз =”; первая производная 
= 
у' ^: У х э 


° при х= О обращается въ безконечнооть. Согласно замёчанаю 2- 
’ му р&шаемь предложенное уравнен1е относительно х: 


х= у°, 

Далфе имбемъ 
| ЧУ 
х" - 6у. 


х" обращается въ нуль съ перемфною знака при у =0, слвдова- 
` тельно злёсь перегибъ (см. черт. 85). 


0 д 
5 
Черт.65. Черт.66. 
й 
Примпьь 6. у=х®. | 


Такъь какъ производная 


-». 


$. 2% ^ х 
при х=0 обращается вь безконечность, то р%шаемъ уравнен1е 
Относительно х: 

чу. 


гаходимь произнодння х п у: ея 
У 


и 
Г 
Вл 

ег 
а 


х" 


х" обращается въ. <“ пря у=о0. безъ перенфкн знака (.сы. 3 

1), слёдовательно перегиба нётъ. Кривая имфетъ слёдующай вид’ 

(см. черт. 66). ‹ 
ВЕ: Разсыотримъ теперь два примфра ка построен1е графиковъ 
{ выхь, заданныхъ уравнен1ями вяда у= #(х). 


Прижпфь 1. Кривая задана уравнез1емъ 


у = (=12(+1*, 7 
Найти: 1” точки пересёчен1я съ осями 
2° вершинь крявой, т.е. 1% точки, гдф у’ обращает, 
въ 0 съ перемёною знака. Е 
Е: 3° ‘точки перегиба, т.е. т% значен1я х, при котор 
‚у ывняеть знакъ. , 
Координаты точекъ пересжчен1я съ осями будуть: . 


г съ осью Х-авъ (1,0) я (-1, 0) 


=> "_\ 1У-оавь (0,1). 

Составимъ теперь первую производную отъ 59а 8:28 

' = 2(ж-1) (+1)? + 3(ж1) (+1)? = (#1) 6х1) 6-0: 

Гу = а о* + зо-ь* + ео" бе 

У' обращается в; О при сл дуюцихи значен1яхф х: 
1)((х р 


и”, 
причемь у! не мёняеть знака и, слФдовательно, 


_ ни вахфеао ви 01010: 


2) х= 


_ при этомъ значен1и х произволзая у' мвняеть знакЪ с’ 
а - и у досзигаетт пах. ут 1,1;. 


[ 3) х=+1- 

ивняеть звакъ съ - яё + и ‘у достигаеть ап. у 

_Зтобы найти точка перегиба, составляеиь . 

у" = (5+1) *(5ж-1} * 2(ж-1) (+1) (5-1) + 5(-1) (+: 

= (+0) (005-00 + 2-0 (5 + 5( 
© 3 ы НЕ 


к 


—4( +1) (5х*-2-1) = 


= 0+ бо, 69) (40,29), 
'озназветь приближенное равенство. - 


5х х = - 1 восходящай перегиб т, 


х 
и 


ЕЯ 0,38 ‘восходяшай перегибъ. 
Хедъ измфнензя у, какт функции отъ х, будетъ: 
в -1 о У 1 += 


у: -< [е) Т шах.=1,1 110.=0 += 
} с 
Я-зя растежъ $-1я убыьвастъ 5-1я растет. 


Геометрически этс представляется такь (см. черт. 67). 


: Черт.67. 
Примпр® 2. уз З4а“х + Соз“х. ЕЕ > 
_ Эта кривая не пересзкаеть ось Х-овъ, такъ какъ Постоянно | 


у>9. 
Е: Ось 1-овз она иреокаеен въ 109к% (0,1), такф пра х=0 
Е у=1: 
боставных произволную отт у. ы 
у’ = 434109 х.Созх 4Соз*х.Зи = = 4З1ах. бозх( бог тез з 


я = 8.3 2х. бов 8х 2 340 4х. 


какь какъ у пыЗеть пер1одь ми, з› то достаточно разо - 
р х 
Я 


х = - 0,29 висхорящуй перегибъ. $ 


У. 
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брать промежутокъ 


Производная у'’= 0 при значенаяхь х: 


1) при х=0, 


когда она ифняетт знакт съ + на -; функця у добтиргаеть при 


Этомь 
швах. у = 1. 


2) при к, 


пройзволная у' мёнаетъ знакт съ - на+; у достигает 


3) при х= У 


производная, обращаясь въ О, м%ияетъ знакъ съ + на -, 


достигаетъ опять 
пах. у = 1. 


Итакъ, ходъ изыфнен1я у будетъ 
п 


х: 0 1% /ь 


у: шах.=1; ш11.=,; вах.=1 


АВЕ 


/ 


= $-1я удьваетъ $-1я возрастаетъ. 


Ваходимь вторую производную: 


у" = - 4Соз 4х. 


Въ промезуткв 


3” обращается въ О при 


вы бы ВА 


И их И 


изыфняя знакъ съ - на + въ точке 
п 


х= /„  (восходящАй перегибъ) 


= ызЕяя знакъ съ + на - въ точк® 
эк 


х= “/, (нисходящ:й перегибъ) 
Геоиетрически ходъ изывнен1я функн1и представляется въ 


(сы. черт. 68). 


Чэрт.68. 
Займенся теперь разьсканаемъ точекз перегиба для ЕрВВОЙ} 
ой нерфшенньмь уравнен1емь 


Зи 0 


ограничимся только т®ыть случаемъ, когда уравнен: 

у) = О изображаеть алзебраическую кривую, Т.е. когда лё- 

т я часть Е(х,у) = О есть мкогочленъ, зависящ1й отъ х иу 
в ‚видфли, ‚Что въ тОчк% перегиба оказывается к 


у"=0, 


у' конечна (касательная не ||-на оси -овъ), т.е. если 
_ не = 0, такъ какъ 2 


хе’ ф 0, т.е. касательная |[-на оси Х-овтф, то точк 
гиба опрелвинлвоь у насъ условзеыт: 


1 емъ к узе было не равно О (иначе бы 9 и $ одно 
ременно были нулями, и мы имфли бы особенную точку, 
\8сь не предполагаемт). 
Значен1е у" опредёляется уравнен1 ем 
и 


" " & 
хх * 2х, . У’ + уу. у! + у 


=; внося сюда > . 


: Ев 
Р ге 
пожая из {| - не равное 0, находимь 
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п 12 
В Е А о 
и если 


АРХ 
то уравнен1е принимаетъ видъ: 
к ы 2 " о ." ‚2 
р = 5х: у - ху. 1х. уу. = 0. 


Во второмт случа, когда спредфляются точки перегиба, но- 


лагал 
х"=0, 


мы дважды дифференцируемъ уравнен1е #(х, у) =0 по у и по- 
лучаемъ: 
" 
уу + 2х о хх, = 
иди, вводя . 


2 
и умножая на {: ‚ не равное 0, находимъ 


а, о чек с 
что при 
2‘. =0 
даетт намъ опять 
" В ов. о 
= 1. р Зи | хх =: 5 . 


Изакъ, въ обоихъ случаяхъ безразлично, точки перегиба удо-, 
влетворяютъ уравнен1ямъ 


=0 
0=0 


или, можно сказать, лежать на перес&чен1и двухъ к ривыхь 
#=0 порядка ш-го & 
2=0 порядка 3Зш-4-го, 

такъ какъ при # степени ш-ой сказкьвается 


в: т сзепеня (ш-1)-ой, 2 : 


хх» ху» уу Степени (в=2)-ой. 


Замфтимыь, что среди этихъ точекъ пересёченая находятся так- 
ве особенинл точки кривой Г - 0, такъ какъ лля нихь : 


= ‚о. Г 
перь и мБ помахемь, что ‘систему 
5 #=0 

в, р У 
замбнить другою, ей равносильнов, причвмьъ второв ура: 
деть уже не степени 31-4, а 30-6. 


Е. аи низ хз и у на /2 и `/2 и умноживь ры 
вн1е на 2 ; положимъ тогда 


: и. [1,3] = Ех, у, 8). 
2 & 


ГЕНЫ 
О 


ГИ (х, у, 2) 


оп „ : 
и. ь | Фкх (х, 9, 8) 


2 


ЕЕ | 
и 


бныя же равенства для производныхь по у), но если по. 
2 = 1, то получится ыы 


#(х, у) = Р(х, у, 2) 


2=з ; > 


. , .: 
Еь. Ее, В; 69 Зря 
Не вк (ху, 2, ит. а. 


_ Отывтиыь еще, зто такъ какъ Ё(х,у,2) однородная фупкиая ' а 
пени ш-ой, а ея первкз производныя - однородчья степени _ 
)-ой, чо теорема Эйлера дает намъ: 


Ж.Вх У. + В, = вы 


хоРии + У-Риу * ов, = ОН... . 


= а: Е 
Ж. ху + У-Руу + ву, = (в... : (8). . 
с ав + УР ааа аРОРЬ Бе . (4). 


перь мы представимт функцию П опредёлизелемь 


а ЗАО в 


- 
Тхх ху Рх Рух ху Ру 

и Юз О " " Й 
и быт Вх Гу 3 бу 
о а т о 


д=а 


# подвергкемъ этоть опредёлитель послфловательнымъ преобразо - 
ван1ямъ на основан1и того свойства, что опредёлитель не мёня- 


езся, если къ элементамъ какого-нибудь столбца ( 
вить соствётотвенные элементы другихъ столбцовь 


строки) приба- 
{ строкъ), умно- 


женные ва произвольные постоянные множители. Итакъ имфемъ: 


„ 


Тк у О хр - 
" " О и 

= 0: = | Ву Ру (ВОР - х.Ву- 
О ' ' 
|9 гу - х.Р, - 


й въ силу уравненай (2), (3), (4) (при к 


и 
> 


их РР 
- оу уу ву, 
Е 
Далъе 
вх Ру Рхг 
ху уу Руа 
— 020 = | (18, - (= - (в, - х.Р 
- р - - о -- ув - 
- У.Рху › - У.Руу › = вби 


в ва основан:и (2), (3), (4): 


мер ." „и „ 
- (+1) "0 Ру уу Гуа 


РЯ Ру Раз - 6-1) 


У.Рх 


" 


У.Руу 


„ 
х2 


г 


сильна @истем® 


® вез. 
„ " " 
хх Рху хе — Е 
" " „ 
Н = ху Руу Ру = 0. 
" " " 
Рхх уз Рав 2=з 


_Послёдняя функшя В(х,у, 2), называется Гесофаной (Нез- 
91 пе)’ алгебраической кривой 


Е(х,у) = Р(х,у, 2) А 0 й 


‚въ честь Неззе, который „ввелЪ ве вт употреблен1е) и будетъ по- 
ядка 31-6 (такъ какъ г я проч. вс® ш-2-ой степени отно- 
ельно х, у, 2). : 

Итакъ, мы можемъ установить слёдующую теорему: 


_ Творвма. Для алгебраической кривой ш-го порядка 


Е(х,у) = Ржу, 1) _, = о 


зки перегиба ея (2 также я особенныя точки) находятся среди 
чекъ пересёчен1я этой кривой съ ея Гессцаной 


Н(х,у, =): . я 0, 


оторая представляеть алгебраическую кривую порядка 3ш-6. 

_  Изъ этой теоремы очевидно, что алгебраическая кривая по- 
‘рядка ш-го не можеть имёть болфе п(3ш-6) ‘точекъ перегиба, вс- _ 
‘ли она ие имфетъь оссбенныхъ точекъ. 


$ 


Примпф». ‘Найта точкя перегиба кривой 
+ у 3. = 0, 
Зд&сь =. 
Е(ж,у,2) = + у’ - Зх'в 


их = 6х = 8, Рут О, Вуу = 89, 


_Ресофана имфетъ видъ: 


: ‚в(ж-1). о - вх 649 6, 


о 


5 0 | о Ябу- 216х*у С о 
- 6х .0 91-6 5. 


уда х=0 или у-О. Подставляя хз О въ уравнен1е 
находимь у=0, но это есть особенная тачка, такъ к 
ъ ней одновременно 


35" - 6х =: 5, 


Подочавляя въ уравнен1е кривой у= 0, находимъ 
го х*’- 3х = ‘0, 


°— откуда или х=0 или х= 3. Точка (3,0) представляеть в 
о сзвенную точку перегиба данной кривой. 
3 Въ заключенте этого $-а мы разсмыотримъ вопросе о В 


Пусть (см. черт. 69): г, 
полярные координаты `точе: 
крявой ММ; (р, ф - 
ные координаты точекз № 
тельной Мо; Го, 6% -_ 
лярные координаты точе® 
ня. 

Вьведемъ уравнен1е о 
Черт. 69. тельной ТМ, въ полярн 
коофденатахт. : 
В+ прямоугольныхь координатахь уравнен1е ТМ, будет 
№ 


Ту = ща (1 - жд, 


_ = р.бозр, 1 = р.540р, ж.= гьСов0,, у = г, 31 


Е ЗУ». Ъ: у _ высева» + г. 5109. 
ь Чхо — _ ть 3409, $ г. боб, › 


о 
6=6... | 
1 эти величины въ уравнен1е касательной и освобождаясь 
паменателя, находимт: 


(с 


(р.З1пр — г,3106,) . (г.Соз@,. - г,3109,) = 
= (532005. + гъб03д,)_. (р.Созр — г.Соз9,) ; 


2233070, = р.г.3106,.Созр - гог,8400...б089,. + 
+ р.г,Сову .С0з0, - г2Соз*9.. ; 
ращая и собирая подобные члены, получаеит: , 


р.г».Соз(9-6.) - р.г,З4(р-0.) =: № 


3 7 

- . С05(р-9%). + [; ] . 510(7-665) = : ‚ 

г Га р 
_Всли уравнен1е кривой ММ, иметь форму : 
з 4888 


1 
== 9), 
г 


= = #6.) .Соз(у-9,) + Е'(9,). Заа(р-9.). 


_ Предполагая, что касательная въ данной точк® (г., 05) не 
_ проходить черезъ полюст, мы имфемт 4 различныхе случая распо- 
_ до ен1я кривой относительно касательной (черт.70). 
Въ (1) случа кривая обращена вогнутостью къ полюсу, во 
ТТ) - отв полюса; въ (111) и (1\) - въ точк8 М. кривая иы*- 
ъ перегибъ. Чтобы зналижически отличить эти случаи будемт' 
сыатривать разность \ 

ОТ - ОМ = р-г = 6 


ежду ‘радтусами векторами точек касательной и кривой, отвёча- 
щихь полярному углу | у 
: 9 = 6. + 46, . 


ро ЧЕН тен 


Во (11) я а д, З0 число 6>0 и при ле, 
_ миоло 6 =0, слвдовательно 6 достигаеть шах1маи'а 
9 = в.. : : 

Въ (111) и ([\) случаяхь 6 ыфняеть знак съ изывне! 

знака 40, и не пыфеть при 9 =, ни пах1шии'а, ни ш 

ш'а,. ыы 


$9 


Черт.70. 
‚ Замётимь теперь, что разность 


ов = 1-1 РЕ. 6) '- 6,2 бое (9-в 


ых 2 Е’ (3..340( 0-8.) 
етъ имёть знакъ одинаковый св р -г (такъ какъ | 
охит.) и выёст® съ р^- г обращается вх нуль. Поэтом 
ъ Сказать, что въ случаф (Г) 2(0) достигаеть 
случав (11) - пах1 вии‘ а при 9 = 0,. Составимь 


прод. 2 


Я МАТВИАТИКА". 


^(9)- = +#"(9) + #06.) .боз(8-6,) + бы. чз. 
Пра 9 = 8» ваходниь $ Е 
.2' (6) =0 з 


2" (85). = #"(0.) + #(05): = 5 [: т. 
25 к 

Итак оказывается, что для случая (Т) должно бызь 2"(9.) >. 
О (тогда ш1 0104), для случая (11) ‘- должно быть 2 (@,) <О0. 
точкахь же перегиба 2"(0) должно ифнять свой знакъ {обра- 
ясь въ нуль), именно въ случай (111) съ + на - (при возраста- 
0) и въ случа (ТУ) съ -- на +. 
Окончательно можемъ установить слёдующую теорему: 


Теорема. Въ данной зочкВ кривой 


37р = 1(0) 


#(0): + Е"(@). <0. 
Фочки перегиба даютъ 
(8) + #"(0) =0, 


Зампчанзе. Такъ какъ имземь 


№ Е 
[1]. а а ее - ==] 
г э 


г г г? г? г 
$ > 0, 
вопрос © направлен1и вогнутости мояно р®ёшить по-знаку вы- = 
еня - ь > . а 


г а орг". : 
очно тавие тачки перегиба отвёчають корилыъ нечетной крат- 


н сти уравнен1я 
ы + В у = 0, 


< Пвижпрь. Найти точки перегиба кривой 


РА 


. 3831028 .Сове, 


Аню 


(83119.С08°0 - 334076), 


(85100.Соз*0 - 251щ°6) = 


фи Ен 


28119 . (300879 - $410°9). 
_ _  Чаввмъ образомь, значеная 9; отьёчаюиаа точкаиь перст 
Е: опредёляются уравнен1ями: 

Е : 3110 = 0, 3С03°6 - 51010 =0. 


При 3110 =0 получается г=* -  безконечно 


о 
_ (точки М., М,, Мь, М, на чертезв 71). 


$ э. : Е 
у е о. < м; 
Особенныя вочки плоснихъ кризыхъ. } 


. 


а) Алгебраическ1я кривья. я : $ 
лгебраяческой кривой называется такая. кривая, уравченае } 
орой можно привести къ виду Е 
” Кх, у). =0, \ 
дАвая ‚часть представляеть многочлент, зависяц1й оть хи у. 
Точки злгебозической: кривой бываютт прослыя (иди обыкно- 

ыя) и крашныя (или особенныя). Различ1е между ними мы уста- = 
м слёдующиме опред%лен1емъ. сле 


Опредпавнае. Ву обыкновенной точк® (ху) алгебрадческой х 
Вой Е(х,у) = О по крайней ыёрё одна изъ частныхь” производ- 5 
Е 


А»: 


и и 
ей. НЕ |. 
Ея |. = . 
‚ нулю; напротивь, въ особенной точк® 066 ПА 


одновременно равны нулю; въ частности, для двукратной — 
крайней мёрВ одна изъ частныхь производныхе 2-го по- 


" н ‚м 
хх ху» уу 

не ‘равна нулю, и вообше для п- кратной точки вс частньыя прс- 
одныя до порядка (п-1)-го включительно равны нулю, 80 изъ о 
оизвОДНЫХЬ 1-ГО порядка по крайней мёр® одна не равна 0. к. 


77 
Докажемь теперь сллующую теорему: . 5 


+ 


Теофема. Въ простой почнь существустъ обна касательная къ 
вой, 9% п-кратной почнь сущаствуетъ п касательных изъ ри 
й, которыя мозутъ очль вещественными или мнимыми, Вазличными: 
или совпадающими. 


_ Доказотельство. пусть дано уравнение але6бралческов кривой: 
Е(х,у)= 0. а : 
Инь его п0 х, ‘находимъ 
' 
$2 у м 


Въ простой точк® по крайней ыБр ОДНА изъ производныхь 
равна 0, а ры получаеть одно опредфленное значе; 
хозя бы у’ == (при + = 0), и кривая имфеть одну ка 
зельную нь е У' есть угловой коэффивленть к 
тельной) . о 

аку как вь кратной точкё „= и = 0, то уравнене 
вотораго мы олредфляли У', обращается въ тождество. 

| 0=9. 


: = оон уравнен1е (1) еще разъ по х, получимь ^ 
у : " Ю а 
Г И. Чоу. ЗН у =0 
| ла ЮЗ . " О 

. ; ". ы у 

2 Вх * 2 уу" + уу. у" + у", у = 

; сы 

у Т4% посльдн:й члену = 0 вЪ силу услов1я 

г О 
| =. ито ь 

ь ‚ Такъ какъ въ двукрзэтной точк% изъ проиаводныхь 2-Ро по 


ка по крайней мёрф одна не равна 0, то у' опредфлявтся 


ввадратнаго уравнен1я 
„ 


хх * З1у У’ * Ёуу - у" № 
и, сл&довательно, у' имзеть два значен1я и кривая ‚допу 
2 касательныя въ этой точк%. 


м 


При эпомъ, воли два знач 
у' взещестзанныя и различны 
инпемъ узелъ (см. черт. 72 
ли 2 знацченя у' фавны, 
почку возврата р -о или 
да (см. черт. 73); если 
чен1я у' оказываются ком 
$ ными, получается такъ ноз 
Черт. 2. изолированная почка. 
_ Коля вст производныя 2-го порядка также равны нулю, 
ве уравиви1е. даеть : 


0-ф` 
путзжь Норзго Ам рениь по нан а раввения [Р) по. 


(я 


ЧЗер*.73. 


При сдФланномъ прелполонен1и относительно равевства нулю 
торыхь о аЫ заше уравнен1е принимает ВаДЪ: 


4" 


ы ЗЕ 


уе уу УЕ СО 


‚ получается кубическое урзвненуе относительно у’. 

_Всли ыы ныфемт трехкратную точку, гд® ке вс коэффицфенты 
внен1я пули, то, рьшивъ его, найдемъ три значен1я для у’ и, 
слловательно, 3 кааательныя. . 
И ‚вообще, если всё произволныя до порядка (1-1)-го вклю- 
ельно равны 0, но изъ производныхь п-го порядиа хотя одна 
нуль (т.е. точка о-кратная), то у' опредёляечся изъ урав- 
еи1я п-ой счепеня . 


т: у' 


(в. ге в) 0) у аа 
хп 17° х9-*у в: х0- вуй 
(в) 
+ ус 591 =0 
‘сл&лонательно, У' амфетъь о значен!:й и кривая допускает 
касательных. : 


Если случится, что въ уравнен1и п-ой степени, опред%жляю- 
ъ п значенай у', нёсколько коэффицтентовъ при старлихъ 


г 
1... Ё 
0-* › и-* уб-К+а 


зы нулю въ данной точкз, то это показывает, что Е значе- 
' У’ равны ® , т.е. К касазельныхъ || оси у-свъ. _ двй- 
ительно, полохивъ ; > 
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и умноживь уравнен1в на (х')1, дадимъ ему такой видъ: 


(в) в. ще (8): В+ 
ра > (Е в: На $ 
(в) 
ра, (ве) Па, 


Зе хКуп-К 


такъ что К корней х’ будуть = 0, а саёдовательно, К 
ней 


равны безконечности, 


_Изъ даннаго выше опредзлен1я ссобениыхь точек вытекаеть Е 
правило нахожден1я их*: 

Правило. Для нахожденая особенных почцекъ ‚ лзебраической 
кривой Ё(х,у) = О нужно фишить совипотно уравненая 


#410; узо 


4 
и выбрать изъ воёхь рёшен1й только т%,  которыя удовлетворяют. 
уравнен1ю #(х,у) = 


Пфинпръ. 


{х* + у°)* - ах" - 9) 20, 
Составляемъ производныя в и г и приравниваемь их 0. 


2 
ах = 2(х° + у*).2х - Вах = 4х(х* + у? — : )=0. 


2 
р = 2(ж* + 9?) .2у + 2айу = 4у(х? + у +5 )=0. 


_ Изъ второго уравнен1я имфемъ 


сткуда находиме 
ах * х=0 


_ №= получили три рёшеная 


р 


(о, 0) принадленить пиво р ы Е, бен 


у=0, 
име выражен!е ^ . г АЕ 
хех" - а’), : 


рацающая въ О при 


2 а 
Не р 
акт, единственная особегпая точка - начало координать 


). 

смотрим», какого она порядка кратности? 
Для этого составимъ вторыя производныя: 

2 


вид т ау) вы 
а = 8ху 
Е" 2 


4(х* +9 +5) + 6у*, 


5 точкф (0, 0) онв получають значеная: 


88 
" 

ау о 

" 

и = `2а?. 


Для опрезйлен1я у’ ммфему уравнен1е 
: - а" + 28°. у'® = 0, 


Да 


_ Такимъ образом$ начало коорлинать представляеть двукратную. 
ку - узелъ. Данная кривая - лемниската Бернулли ( черт... а 


ве Воли запебрая ческая ра На А звоезъ нача“ 


предотавияетоя ‘въ вяд® 


РЕ фи» У) + Фи з(х, У) а: * $3(%, 9) =.0, 


РА 9) у) озкачаеть однородную совокупность членовь изм&- 
_ рен1я 3, то уравнен1е пучка касательньыхь будетъ , 


Фр(х у) = 


аа А 
а аа 


Черт.74. Черт.75. 


Доказательство. а коэффишенть сфкущей ОМ се Е 
будеть = 


ы 
х 


; 
вой коэффивленфь касательной въ точк® (0, 0) равен 


пред. ы = 5.. . 
х 
^х=0 


_ Опредёлимь Пред. 2 изъ уравнен1я кривой 
х=о * 
ъ въ такомъ видь: 


› которое перепи’ _ 
С У у р у. 
х 9п(1, я ) + ЕЕ се ее; и м: № те = 
ая, 410 по свойству однородных функньй езелени 
: т Е 
Фр(х, У) х Фот, а. 
обявмъ же образонь 


- Вы т 
Фи ух ах) , 


ооЗа : о, абы у 
о фи, 7) В: вы = 0. $ 


Гая вт этомъ уравнения (= 0 н замёняя отвошене У 

предёломъ и * 

Пред. Е *, 
$ 0 & 
чимъ уравнен1е 
ее 9р(1, 9 =0; р 

о можеть бьть степени р и ниже въ зависимости отъ того, бу- 

‚ ли равенъ нулю коэффипенть при у? функции ф(х,у) аяи 


_ Пусть корни этого уравнен1я будуть 
№.» бь» 1... ва (9 З р) н еще (5-9) - кразньй корень 


%4=®; 


о бвойству цёлой функцаи пмфему 
: Фр = Ще.) (а (4)... 


„Замёнимь въ этомъ тождествё № на 


1 а ы 5 : 
9р(1, = ) = 4(= - %,)(= - %»)(= - %).....(= = ва). 
Жи Х х Хы 


_ Умноживь теперь об части равенства на хр, получим 


ХР, т) = МР О ОНОЬЫЮ... ЕЮ. 
в. к альт *.х 
_ или 


ФРС 1). = А ЧН О-ЬХ... бы Ю. 
_ Приравнивая а 
1 Фр, У) 
улю, получаемъ совокупность уравнен1й прямыхъ г 
9-0 (отвёчавть корню {= =) 


_он&  предотавляють В вс вые козорва Зв 2 
кривая въ начал координатъ. 
Когда мы нашли всё касательнья данной кривой въ начал ко- 

_  ординатф, то являвтоя ‘вопросъ о расположен1и каздой вётви к ри- з 
вой относительно ея касательной. Вопросъ зтотъ рёшавтся и 
н1еыъ знака безконечно малой разности м } (ем. ‚зерт..76). 
жду ординатою кривой у и ординатою касательной я = Я 
одной и ч0й ж6 безконечно малой абсцисс%: г у 


у 


3 
р 
Е х 
(3) 
4=#{ + 
ы Черт.76. мк 
кл 
Из у- №. + 
и ее. Це 
Такъ въ случав (1) у- >20 при х%0, : 


вь случав (2) у- 1 <0 при х<0. 
- %<0 пи х<Оо 

‚въ случа (3) у у 
у- %>0 при х>0, 


38 ы = 420 при х<0 
#8 „вт случа \4) У р 


у- 4% <0 при хО о ити. 


_5ыь дадимъ здфсь два способа изслёдован1я хода кривой 
н начала координатт. з ок 


объ у 
зивъ уз х въ + уравненя злгобрвлчеоной зе 


ева, 4) = 
я полозиЕз для сокращения а 
`$3(а, $). = 3-08» 


в- п-р-* 
р-р нк Чар 10%) +... + Жи + 


+3%5$): 220% 
_Отличимъ нёоколько предположен1й: 


1-ое предположенае: пусть {= служить корнемъ функщи 
%) порядка кратности ци корнемъ не низшаго порядка крат- 
и для функций ь № о 
Е м:(6), веде. М 4, к У 

е не служить корнем функц!и +,(). При к=ф чиоло №. 
детъ корнемъ для № (8). а уе не корнемъ для у,( 4). 

Зам&чая, чт0 вЪ этомъ "случа 


Чк- (6) 
‘выдёляютт множитель (1-%,) Е представимь уравнен1е (+), 
ры® , 
же [ыыы Не, КО ко ] = 


у 


Е [ыы +... + х.54(%). + “С ] а 


У = (ны а и 


Ч больно 
Такъ какт при достаточно малыьхъ часленныхь значен1яхь х 
накъ каздой скобки [...] булету опредёляться зкакомъ члена, - 
ее сть х +0 наше уравнен1е приметъ Е у 


К ыы) +в] + Сы Пы, (+= 0... : (9, 
вип. безконечно малыя величины при везконечно. малом 


5; здась ин подставили въ функизяхь Ук(й и во (1%) вм 
аначене \,, таку кака. < а ь х ю вул 


= 221.- 


чен1е“\ приближается къ %5 и зваченая \9,(6) ии, (%) © - й 
приближаются въ ук(46) и 5(%). —Отыйтимт еце, что ‘сумма 
двухь членовъ въ лёвой части равенства (*') тогда только о мо- 
неть быть равыа нулю, когда этй члены разньхь эНаковь, х.е.ко- 
гда * 

х Ук (65) (сы! Шо (45) < 9, 
откуиз одбдуать, что Два проязведенуя 


Е). м Ук (5) 45 (4%) = М 
о 


= 
лолажчы быть разныхъь знаковъ. Дальн\йшее изсл8дован1е заставля- 
ет" отлачить 4 случая въ зависимости оть четности показателей 


Ки. 
1-ый случай: К нечетнов и | нечетное. 
. Зазсь х (-ъ.) будет лыйть заакъ одинаковый съ х, (4-5) 


‘такъ какъ четныя степени х и (еыЕ"* всегда положи- 
> тельны), поэтому - ис. 


Хх. (46) = ух 
будеть знака иротивоположнаго съ числомь М, такт что при уКо 
мы будемъ вифть расположен1е (1) (см. выше) и пря М> О - ра 
положенае (2). у 


2-0й случай: К четнов, и нечетное. вт 

к ы к > 

Эдвсь х >09, (5%)  имдетт знакь 6- №, повтому № 
долино быть знака обратнаго м; следовательно, если’ №0, паз- 


пость % - %.. > 0, ‘а произведензе 


х.(-6) =9у- Хх 


изняеть эвакъ зыфстё съ х, т.е. ми имёёмь ресположенае "(3). 
а 
Подобнымь образомъ, при ‘М> 0 получимь расположенфе (4). ы 


3-11 случай: к ночетное, ц .чеазное. 

к ы р: 

Зайоь х иметь знакъ одинаковый съ х, ны" >09, ша-. 
3т04у х долано быть знака обратнаго с+ М; что касветоя 1%, 
1с изъ уравненая (*') слфлуеть, что 1-1  инфеть два значеная 
=ротивополояныхь ЗНаксвъ: ме 


ПЕ Гаем 
= №). 9=:- х ( Я Па); 


у №х = ж(%-%) : 


точку „возеразта- 2, рода, | я сета будеть (5) при 
О, (3) при М>О (ом. черт. 77). 


5) ®) 
Зерт. 77. 


4-ый случай: К летное и  четное. 


Здвсь ачеый > 0 и потому уравнен1е (*') возможно. 
: ь при М <0;; если же М> 0, то вещественных кааечель- 
ныхъ вётъ, и ыь имфемъ изолированную ‘тачку.Вапротивт, при М> 0 
$ и ‹-1№, ногуть быть любого знака, я мы имёемъ раполо - 
ен1е (7) (сы. черт. 78). 
3 я 2-ое предположен4е: пусть 
я + = %.. двукразный корень функп1и 
у›(4), простой корень для у,(6) 
я не корень для 4»(%). 
$. Положивъ 


® (= (5) во, 
Черт. 78. у, (1) = (1-5) «К, Я 
_получимъ изъ уравнен1я (+): 
Е. хе) +в] + (№) +] + 
О р 
Сдзлаемъ здёсь 
-щ= А; 


_ сокразивъ ва х’, получим» въ пред$лё (при х= 0) квадратное 
уравнен1е для Л: 


Хао (5+ Ав) а: (= 
Оты$тимъ слёдующае случаи: 


1-ый случай: уравнен1е (*"') имзетъ комплексные корнизтог- 


ы в 


_да начало будетъ изолированной точкой. 


2-0й случай: уравнен1е (+"') выветь корни Л, ил, веще- 
. ственные и разлячные. Тогда % - 4%, иыфеть 2 значен1я ‹ 


%- №. = (^, + &).к, 


ь %- в: = (№, *а,).х, 
‚а отсюда 


Е ГА НХ 


У- юх = (^, +90,)..х? 


(числа о, и а, безконечно малья). Такимъ образомь х можеть 
быть любого знака, ау- \5х имфетт дна значеная энаковъ м - 
_Л2, 310 давтъ три расположеная: (8) при \, вл, > 0х; (9)- — 
при Ли Л, <0;; (10) при А, и ^Х, празныхь знаковь (. 
‚черт. 79). 


1@ $ 


Черт. 79. 


3-4й случай: уравнен1е (*"') иыфеть равные корни, такъ. 


шо (фо) +6 3 (4%) + У2(40) = 6о(45)(^ - №.) ; 


золагая затёыъ 


сокращая на х*, находимъ 
[4 (45. + ез] + (А - Х,) во): + в] = 0.... 


съ произведен1емъ ` 

(4). в. (№) = В. 
Псэтому, води №<0, ло х>0О и мБ пололиме 
А А вх: 


Яна Е 


0) 

6% ны о) з + + : 
Ус У. =? (6%. т 
—  Далёе ^ получаеть два значения: > 
№ = лая (вы+т)Их, = 


№ А - (6+1 х, 
` АВЕ значента: 


ф-ы = Аьх + (уд х, 
$ ох - (буи 37 У 


аконенз, У- 5х два значен1я: 


Ак = жеы, : у 


О МС 
Кривая ныЪеть двф ватви, лежащая по разныя стороны парабо- = 


у пк 


{ва ‘чертея® 80 пунктиръ); распозожен1е (11) отэёчаеть воучыю 
>0 в (12) -Л,<0. 


Черт.80. > 3 БОК $ м 9 


„Воли число у > 0, то х должно быть < 0; тогда; полага- Е 


- Ха = бк, 
получаемт 2 значеная 9: : 


ЗЕ . я 225 =. 


и отсюда 2 значеная у- %х 


у- №х Хх" + (90 +1,:).х* их 
У- %х = Х,х* - (0,. + у)? ух, 


Расположен: (13) (черт. 81) получается при Л. > Ои (14) 
при Л, <0. 


Черт.81. 


Пфимпръ 1. Изслздовать начало кривой: 


ку ху + у хе = 0. 
Пучекъ касательныхь ы 
уе =: °0 Е 
хаетъ биссекторы коорд. угловз: 
ух м_^о 
у+х == 50. и +) == $ 
Для касательной ‘у - х= О имфемъ (+, = 1; уравневае кри- 
ВСЕ будеть (полапая у = 1х): ‚ ` 
тн 


Ч 


х(3З+е) + (6- 1)(2 +1) =0, № 


х(% = 1) = ух <0 
озжен1е (2) ). 7а 
Дая касательной у+х= О иымфемъ № = -1, уравненае км- 
дзетъ 
х(1 +2) + (в + 1)(-2 +1) =0, 

— 


о С а ОНА, 


4 ШАТЕИЛТИКА". Про. /. А. АААМОВЪ. Яисиъ 15. 


Дфимьфъ 2. Изолёдовать нача 
ординатъ у кривой +5: 


хе + ха лу 


гъ саздующаго вида (черт. 62) 
ло ко- 


Ври у = 4х получаемь 
К 2 о 


) 
пучекъ касаг. 9’=0, % = 0; отеюда 
Е = а . 


т.е. х>0. 520 ( расположене 5) 
(см. черт. 83). \ 


Прииьръ 3. Изоаждовать ‘начало дао = 
кривсй: 


ож ту + уе + 4х - у’ = 0. 


Я 


`Черт.83. При у=\к: 
х*(- 2+4 + 4) + 4х - 4 = 0, 
ем = Лх (прелполох. 2, № =0):. 


- ++ +4 * +6. - ^*=0; 


при х=О0О и &=0 получаемъ я 
= + -* = 0, 


Аа УВ, ыы т 2 ИВ 


( расположенае (8) ) (см. чае 84). 


Примптръ 4. Изелъдовать начало для — 
&ЛривОЙ „#$ 


Черт. 84. 


х8 + х2уз а Зк?у = у? 


и 
э 


и у=ах:. 
: бе 

аемь $ = Ах: 

ху та" 

х(1 +=) - д - 0? = 


- 8 


и 
о 


Уи 


= 
ем: 


4-24: ых $ РЖ 


а: 


При’х=оО ‘два значен1я Л = 1; полэгаемт 


до, их 


} 


‚тогда 
у 1%+8-0' < `0; 
Ще 
Г х откуда ? 
х = азии, у 
= ха у)..хих, 
Черт.85. у = м (уме 


(расположен1е 11) (см. черт. 85). 


Зампчанае 1. Если касательная въ начал координатъ совпа-_ 
дьатъ съ осью у-овъ, 10 %=*, и тогда для изелёдованая издо 
полагать не у = 4х, а х= цу, причемь и будетъь = 0. 


Замъчан1е 2. Прелыдущ1й способъ изслфрован1я кривой въ об- 
ласти начаяа можеть обБть приложент въ изслёдонан1ю любой ея _ 
точки, если преднарительно въ эту точку перенести начало. 


ыз 
: р 
Способъ В. {Параллелограммъ Ньютона). ь 
Излохенный выше способъ А далеко не ‘во воёхъ случаях 06- = 
зарузиваетъ расположен1е кривой, и потому мы укажемъ бол&® об- . 
‘зершенный способъ (Ньютона). Е, 
Пусть уравнене алгэбраической кривой имфетъ видъ ь 
ЕВ, Е 
> А; х ь У ты ОЕ Е. 
9=* 
Подстаповкой у = аки приводим его къ форы& 
8; вн №: 
2 А) 2 ме. 5 0. 3 
3 : 


Постараемся ‘подобрать число м (ц%®лое или дробное > О}, 

ы въ лвухь или большемъ числ& членовъ нашего уравнен1я по- 

ель @) + #8; выяъ ОДИНЪ м тоть же, ‘а въ сстальныхь боль- 

Пусть напримёръ 

и: + В, = 9+ Ш, =... 2+ Вр = №, 
Ча," Чк,. > Ра > 4, .... 


т 


Тогда, по сокращен1и на хо. уравнение крдвой принимаете 


Фдующ1й видз: 


Ва Рик Ра: _Вк+а Р:-0ь- 
АЁ А,.2 Хх +... + Аа. + ож 
Вк 8» В, 
* (Ак. с ТОЖ: фа: Я (:: (%*). 
ЧТакъ какъ вс показатели х Числа полозительныя, 10 съ 
приближенземь х къ нулю числа 2 приближзются къ корняиъ 


‘уравнен1я в ВЕ 8, 5 


к 
А). +. 8 Ад = 


_ и каждому вещественному корню этого уравнен1я 2 = 2 отвйча- 
етъ вётвь кривой, опредляемая ураваен1ем% 


у= № (20 +=); 


у у 
_ сли же корень 2= 2, выходить ининый, ‘то нужно испробовать 
 подотановку у= 2(- х)`, и она мозеть привести къ веществен `- 

_ вому значен1ю для у. - 

г. ; Ятакъ, вопрос объ изслфдлован1я вфтвей кривой въ области 

_ качала сводится къ подбору числа |, указанному выше. Ньютонъ 

_ даль весьма простой способъ такого подбора. Изобразимъ на клёт- 
атой бумаг& точки ь р ; 


м. (=, 8). 


- координаты которыхъ цфлья полохительнья числа. Положим, ‚что, 
_ соединивъ дёЁ точки М,(в., В.) и М,(а,, В») прямов, мы за- 
м&чаемъ, что вс остальныя нанесенныя нами точки лежать или ва 
этой же прзмой или -по ту сторону ея, гд® не лежитт начало. Тог- 
да легко доказать, что беря пм изъ уравиен1я 


о, + В, = &, + В» = Фо, 


т.е. 
#1: = ба; 
а АГ 
8: -В» 


° вы будемъ выть для всЪхъ точекъ м; < лежащихь внф этой прямой 
=: (со сторон противоположной началу) з Е : 
о . >75 5% 


я в) +18; > 6 9 


и, конечно, для точекь М;, оказаввихся на той же прямой М.М», 


&; + 18; = РР. аи 


7 829. 


Действительно, уравиен!е прямой М.М,, проходящей черезъ 
точки М,(а,, В,) и М,(а,, В,) будет 


в: ВВ: ;‚ @=8 
&, -@, 
или 


= Ч а г 
т-В, = - "и (Я -а,), 
1+ м - аа- 1, = 0, 
х+ у - № =.0. 
‘Если какая-нибудь точка М;(а;, В;) окажется на этой яе 
прямой, то для нея 
< = 8; = р = 9, 
в) +18) = р; 
если же точка М; лехатъ отъ этой прямой со стороны, противо- 
положной началу, то результать подстановкв зтой тачки въ урав- 
нев1е долхно быть > О (такъ какъ подстанавка начала дает - 
- Ро. < 0), л.е. 
&) + №8; - № >. 0, а) +; > р, 
‚Что и требовалось доказать. Добавимъ, что въ одномъ и томт же 
прицчёрф число ы можеть амёть н&сколько различныхъ значенай. 
Примпръ 1. Изслёдовать начало для кривой 
` + у + у* — 2х + у = 0. 
Я Здъеь только прямая, проходящая чё- 
резъ точки (5,0) и (0,2) обладает 
такиыъ свойствомтъ, что во& осталь- 


ныя точки лежать отъ нея со стороны 
пративополсожной началу (черт. 86). 


.. 5 Число 
п = 9. 
Черт.86. Е Е: 
Полагаемъ: 5 
№ 
> у = 2х .- 
Выземъ 12а 


а о а = 0 


КО 


557. бека 
шо сокращел:и на х’: 1: 
1+.2° + х(- 22° + х*.2^+х 72") = 0. 


при х=0 будет 2°+1=0, в мнимое. Веря же у= в. 
имфемъ 


ВЕ + (22° +2) =0, за Ъ уз (1% г) (-ю*, 
‘возвратъ 1-го рода при х< о. 
Примтфъ 2. Изслёдовать начало для кривой 
х г х*у + х*у? + у = 0. 
Здёсь вс» четыре точки лехатъ на од- 
ной прямой. Число 


ра ИОВ 


При у= 2х° получаемь 
Же - 5+ 2-х =.0 
Черт.87. по сокращен\и на х: 


1-23-48 = 0 
ИЛИ 


(1- 2)(1 + 2'} =0. 
Одинъ корень = вещественный: 2= 1, въ начал одна ве- 
ществениая в%твь (черт. 88) 


Я у=х*(1 +2). 
Примпръ 5. Изсяздовать начало 
$ для кривой 
0 р х° 4х?у? + у = 0. 
Черт.88.  ЗдВсь ь 
и = у 
"% 
хо бете 20х° = 0, 


1+2- да" = 0. 


Один Корень = вещественный: 


2=- 1; 


Черт.89. сдна вётвь въ начал 


у = В 


.-- #31 :- 


Васполохен1з на чертехв 90. 


Примьъ 4. Изслфдовать начало 
для кривой 


РЕЗОРТ, 


и - 


Злфоь Ш имзеть два значен1я: 
для толки (0,4) и (3,2) 


Черт. 90. к =: 7/5 
для остальныхь 
- Е 9 
Полагая В 
ая ак” ’ 
вмъехъ 
1 
Черт-91. о ее 
УЖ (И Х- 22). + в 1 - 27) = 0. 
Ясно, что х> 0, два вещественкыя знаден1я 2 будуть 
Я 
в дадутт двё взтви кривой 
у = +хих (1+2) 


(корнамь 2 = О отвЁчаютф вётви, гдв показатель в > °/,). 
Располохжен1е этихъ двухъ вётвей на чертежф 92. 


1 


1 


Зерт.92. Зерт.53. 
Положимъ теперь у= сх”: 
Жо аж’ + ах 27° = 0, 
1-24 п - ох. 


_Съ приближенемь х къ нулю два значен1я 2 стремятся къ 


вар 


= = 1; переписавъ уравнен1е въ форм® 
(2-1)? =. х(1+е), 
‚видиыь, что х>б и 
в ЕТ № Их (152), 
откуда два значев1я у: 
у ‘=. жж ху х (1+8). 
Расположен1е этихъ двухъ вётвей ва чертеж® 93 (пунктиромъ 
начерченв пардбола у = к’); 
— .’ эти 06% вётви проходятъ вблизи 
Н начала ниже вфтви 
р” у = хих (1+8), 
такъ какъ при мальхь х имфемь 


15 


хих >°&#. 
Итакъ въ настоящемъ прим р 


. кз одной касательной касаются 4 
Черт. 94. ВВтви. 


Ь) Грансцендентныя кривыя. 


Трансщендентнья кризыя допускают еще две вида особенных 
точекъ, кроым® т®хф, которыя были переачислень выше для ‘алгебра- 
ическихь кривыхь (узелъ, точка возврата, изолированная точка), 
‚а именно: 


1) почка прекращеня, напр. для кривой (см. черт. 95) 


зы еЕ 
при х= 1 имбемт ‹ 
+= 
х=1-е:. Пред. у = Пред. е = е = = 
е=0 
= 5 
х = 1+е: Пред. у = Пред. е =э =. 0. 
* в=0 


Злась А - точка прекращен1я. 


2)Точка узловая или выступающая, наприч®ръ для кривой 


„ 


ф+е 
ваходимъ, что угловой коэффи- 
пзентз касетельной въ 109к% 
(0,0) равенъ 


Пред. 95-8 : 
х=о © : 4 
ое Е 
= Пред. Е } а 
Черт. 95. ж=о1+е * 


°этоть предфль зависить отт знака безконечно малаго х, именно: 


т 
при х=-е Пред. — = 1 
каз = *` ы 
> 
1 в 
при х=+е Пред. ыя = 0. Е: 


Фигура кривой представляеть слёдующую особенность (си. черт. 
6). Точка О угловая или вьыступающея. Мь не станемъ докавы- 
вать, 470 такая точка невозмохна для ‘алгебраической кривой. 


ра 
} 


`Черт. 96. Черт. 97. 


Въ зэключен1е этого $-а укахеит общ1й геометрическ1й при- = 
особенныхь точект. я 
объкновенной точк®, если около нея описать окружность. 
с малым» радлусомъ, выполнень слёдующ1я 2 услов1я (сы. 
ь 97}: _ : 

} точекъ пересёченая двё: -М,, М»; уе 
} уголь между хордами М.М ‘и ММ, ст приближеваемь та- 


‚ М» къ М иыбеть предёаомь к. о 


О НД 


Из олфдующихе примвровъ особенкьхъ тозекъ (сы. черт. 98) 
видно, ‘Что, дёйсевительно, вт 1 случа (узловая точка) не вь-. 
полнено услов1е 1-ое, и описанная нами окружность пересёкаете 
кривую въ 4-хъ точкахь; во 11 и 111 ‚случаяхь (точки возврата) 
_ уголь стремится къ нулю, и ве въполняезся услов1е. 2-бе;на чер- 
_ теж [У имфемъ изолированную точку, и окружность совожыь не 
‚встрёчаеть точекъ крявой - не выполнено услов!е 1-о0е; въ слу- 
чав точки прекращен1я (черт. /) не выполняется услов1е 1-се, 
такт какъ имфемъ одну точку пересжчен1я; наконець, для угловой _ 


Ааа 
Ё-- 


у | Черт.98. 
_ точки не выполнено услов1е #-ое, и уголь между хорламия М,ММ, - 
стремится къ и - углу между касательными, неравному п. 


Е 


$ 10. 
| АССИИПРОТ. 4 


а) Ассимптоты, не пафаллельныя осямъ коофдинашъ. 


Опредьленле. Всли существуетъ такая прямая 


7 = &+ 8, 
‚что разность А между ординатою данной кривой 
- у = Е(х) 
и ординатою этой прямой 


$ = “+в, 
отвёАчающим одной абсцисс х, стремится къ 0 при безпрелёль- 


номъ возрастанзи |х| , т.е. 


Пред. д`= Пред. (узах-В): 
. ха Х=% © 


_ фо прямая 
. $ = од +В 


_ называется аосумптотой этой кривой . 


Теорема. Коэффициенты & иВ в уравнении ‘ассимптаты оп- 
_ редёляются слдующим» образомъ: 7, 


« = пред. (У) 
х== Хх 


8 = Пред. (у- ах), 
мт 


у = Е(х) 


берется изъ уравнен1я кривой. 
— Въ самомъ дёлё, согласно опредфлензю: 


у- 5-8 4; 
сюда имфемъ 


А 
какъ пред®лы 8 - ‘равны нулю. 
х х 
Далёе } 
В = у-о9х-ё 


всякомъ х, слёдовательно: 


^ Пред. `(у- ак - 4). = Пред. (у- аж, 
Е. ОВ 


ъ Пред. А = 0. 


анзе 1. Число а, опредзляемое уравнен1емъ 


‘« = Пред. (#), 
жечь. - 


; . И 236 :- 


можеть имфть нфоколько различныхь значен1й и соотвётсявенно ка- 
ждому значен1ю ох = %; сльдуетъ отдёльно находить 


8 = Пед. (у- «)х). 
х== ь 


Зомпиен1в 2. Изучея знакъ безконечно малой разности 

А аул ов } 

‚въ зависимости отъ знака безконечно большого х, можно опредё- 
лить расположен1е вфтви кривой относительно ‘ассимптоты. 


Примьф»ъ. Найти ассимптоты кривой 


Опредфлимъ коэффишенты уравнен1я ассимптоты: 


1 
« = Пред. ( ый ) = Пред. > 
==. == 154 х) 


а 
далфе, пользуясь разложеньемъ е к въ рядъ: 


нахо димъ; 


Уравнен!е ‘ассимптоты будетъь 


Е 


Ваходимъ теперь А: у, 
СХ 1 
т -ж .. 1 
А =у- 5 + 3 = п ее НА. 
ю 
= ых 


1 т т 1 1 ИЕ 
ке нра ны 
о ох НЕЕ аи 
у 
=---+ 
24х? 
тех 


Изъ выражензя А видно, что 
в>0 


о В А 


уч 


при |х| достаточно большомз, безразлично, будеть ли х50.. 

Фекъ какъ 

№ = у=1>0, 
то отсюда ааключаемъ, 310 
у > 1, 

т.е. кривая проходить вБше 
ассимплать у обоихь ея кон- 
повт. 

Располохжен1е кривой 
представлено на чертоха 99. 


Черт.99. 


5) досииптоты, пафаллельныя оси Х-овз: = с. 


Опредплен1а. Если при безпредфльномт возрастании |х| од- 
во изъ значенай _ 
у = Е(х) 


стремится къ постоянному числу с такъ что, полагая 


оказывается 


‘прямая 


ввается ‘асониптоток, параллельной оси Х-авъ. 


с ЗОО. 


ЧФворвма. Всли уравнен1е алгебраической кривой представлено 
_ввд8 г 


$:(7) +... + (у) = 0; 


© эссимптоты, параллельныя оси Х-овъ, нужно асказь среди кор- 
ей уравнен1я Е 


Фо(у). = 0. 


Доказательство. Представимъ уравнен1е кривой въ вид 


1 1 
фо(у) + > Фз(у): + —- 9в(у). +... + Е $(5) = 0; 
х х 


при х= ® значен1я у совпадаютъ съ корняхи уравнев1я 
- Фо(у). = 0. 
Рёшая это уравнен1е, находимъ ассимптоты 


У = с,, с,, с, ... р. 


Заипчан1е. Изучая знакъ разности 
СЕ 


в зависимости отф знака х можно опредфлить расположен1е кри- 


можеть оказаться, отвёчаетъ мнимая вЖтвь кривой. 


с) Ассинптопы, параллельныя оси 1-0ов%: 
$ = в. 


Опфедълен1е. Если, при безпредвльномъ возрастан1и у, х, 


_ взятое изт уравченя кривой, стремится къ постоянной с чакъ, 
_ зто, полагая 


5=х-с 
_ оказывается 
1 Пред. д = 0, 


; О Е - 
_ 10 прямая Х= с назынается ассныптотов, параллельной оси 1- 
овт. 
Теорема. Бсли уравнен1е алгебраической кривой представле- 
С въ вид РЕЯ 
У’фо(х) + у 91(%) +... + фи(х = 0, 


‚ ассимптоты, парадлельны® оси У-овь, нужно искать среди кор- 
ней уравнен1я 


№0 г) +0: 


— 2 д оАДаЫЬ 


Локазательство подобно предыдущену. 


Зампчанле.. Изучая знакь 


„въ зависимости отъ знака у, можно опредфаить расположен1е &ри- 
Вой относительно ассимитотт. 


Лрииъръ. 
ху? + 2ху + х-у+2 = 0. 
Переписавъ это уравнен1е въ виде 
х(у + 1)* +2-у=0, 
иаходимъ на основан1и предьдущаго уравнен1е ассимптоты, парал- 


аельной оси ОХ: 
(у+1)*=0 


И 0: 


Опредёлимт знакз у + 1 въ зависимости отъ знака х. Изъ 
внен1я кривой пы%емъ 


уда 


какъ, при безпрелёльномь всзрастен1и х, у стремится къ 
Шу % 5 --- 3. Е 
Чтобы у+1, а слёдовательно и у былн вещественкыми, 
быть 

и 


азъ двухт вётвей кривой (см. черт. 100) будемъ имфть для 


в, 
гой 
у. <-1. 


з образомъ обв вётви кривой, полходятъ къ л&вому концу 
у+1=:0 к 


== -=), причемь одна сверху. другая снизу зссимитоты, 
з асоиуптоть, параллельнья оси У-овь. Переписывая 


аа Бабе в 


<уравнен1е кривой въ видё 
ух + у(2х-1) +х+2=0 
и приравнивая нулю коэффи- 
п1ентъ при 9 получиме 
Я =0 

- уравнен1е ассимптоть, па- 
раллельной оса У-овъ. Раз- 
дфливъ уравнен1е кривой на 
у", находимъ 


Такъ какъ при 1уУ| да- 
статочно большомф х бу- 
Черт. 100. детъ сколько угодно близко - 
въ кулю, то посл&днее равенство можно переписать въ Видё 
х* а (-1+е) = 0 
У 
Или 
х = :. (1-е), 
у 
Отсюда имфемъ 


и 


х`<0 при у 
хо при у=+ = 
(см. черт, 100), т.е. кривая подходить слжва къ нижнему концу 


‚ассииптоты Х=0 и справа къ верхнему концу. 
Замфтимъ, что 


находимъ: 1) зочки пересёчен1я съ осями координатъ 
0,2 - 
- 2,0, 


°— И 3) перегибъ въ точк& 


_ 2) вершиву въ та4к& кривой 
{ 
: 6 


а, 
х= “,. 


9:58 


2 
Хэм, , 


Теорема. Если уравненае ‘алгебраической кривой представле- 


_ НО ‚Въ, Вид% 


^ Фаб%У) + 9ш- (5,9) + ...74 9209) = 0, 


_ ТА. 93 (х, 9) означаетъ однородную совокупность членовь взы?-. 


° реная 3), то мы позучимъ уравнен1е пучка ассимпиотицескихь на- 


правлений, приравнивая нулю совокупность членовъ высшаго изм%- 
рен1я ; 


5х 


Фш(*›9):.= 0. 


Ассинптотическимъ направлен1емь называется направлен1е с 
угдовымъ коэффицЕентомнт а, равньмъ угловому коэффиц1енту ас- 


_ симптотз: 


У. 
в = Пред. -. 
ре. т 


. Е Доказательство. Перенисавъ уравненле кривой въ ‚видь 


Я = « найдемъ 
9 (1, а) = 0. 
__ бтовда опредёляемъ °3 значенй с: 


ба» Ча» бы, >... @а р 
рячемь- ке: 
чп (пя 95 в-9: зорней о’ 
Зная ще значеная а, можно написать ^ 

ГАЯ МАТЕИАТИКА”. 1 ‘адамовъ. 


: 


_ 
и 


ый: +. - 
Фи( 1, ЩЕ 


в : в 
‚ по умножен1и обфихъ частей равенства на К, дазть 


т) = заб, = ЖА - ЗС - в... - а. 
(1, 


Приравнивая кулю фа, 1), получимь уравиенае совокупна- 
и прамых»: 


== % 

Х 3“ О (оссимпш. направленля || оси 0%). 

у У - ах = 0 | эво суть. прямыя ‘ассимптошич. 

7 а Ы 26 направления съ узловыми коэ- 

р Фиицфвнтами Ч:, Чо, ву. -е “у, 
в п. я. бл, Ч», ^-. ба опредъла- 
‚= У- “ах =-о нь, какъ эначеня ^ , ме 

пров. Ух. 
= 


Захвчанае. Если совокупность членовъ старшаго изыфрензя Я 
уравнен1и злгебраической кривой, напримёръ, з 
у 


А (+ у); + уу + у ил. п. 

й ‘иазлагается на вещественные линейные множители, то кривая 
должна быть замкнутая (если вообще уравнен1е изображаеть д%й- 
вительное геометрическое мфсто. 

Опредёливт, на основан{и доказанной теоремы, углавые коэф- 
цЗенты ассимптотз: о, обратимся къ нахожден1ю пачальныхь. эр- 
ина?ъ В (уравиенае ‘ассимптоть у наоъ_ = ох + В). 
Лолохивь у= %х въ уравнен1и кривой, ныЗемъ, по свойству 


‘однородныхь функц1и: 

п к ш-з р. ба Ааа 
х фи(2, + а и +... * хФр(1, +) = 0; 

+ `разджлнвь Е х я полозивъ для сокращен1я 


9, и = %9, 


получаемь уравненае 


. т и 1 р 
2 че) + - ЧС *- (6. +....=0,,. (+). 
х х? 
„Выбравъ одно изъ значен1й а (угловой коэффициенту звся 


тоты), положимъ 


причемт, такъ какь 


у = = ах+у, 
то можно положить 
у=8 +4, 


гд% В начальная ордината ассимитоты, ‘а Л - безконечно мала 
_ ори безконечно маломь “/х. 
По формул® Тэйлора находимъ: 
у : "( ) у и ) 
ы У, 2 Чу“ а Уф (9%). 
&) = -+- + (2) + (Пат ь 
увС В) = чи(о) х Уа(а (2) Е (> а 


(причемъ \8(а) = 0, такъ какъ ‘а есть корень уравненйя: 
9 (Е). = 9ш(1, 0) =0). 


А У : 
Уш- 3(%)- = Ув (а) Е Уш-(а) + т Уз“) ЗВ 
х 


? 
Ув 2(). = У з(0). + г Уш-#(%) + О 
› 2х? и 


Внося эти выражен1я въ уравнен1е (*) и располагая член, 
ввямь “/х , получаемъ посл сокращен1я на */х слёдую 
ультать: 

1 


%.46(а) + фр (а) + [3 уу (а) + у: (+ ка | 


о. 1 В е. 
+ = [} °у(а) ы > У? (а) * У. 2 (9) * чь-(а) | Е 
х 1 ‹ 


> 


м ) ь 
Если телорь (а) не = 0, т.в, (= « является лишь п 
корнемъ уревнон1я я } ; 
чибЬ) - эн, 0, 


_ зо при Х=*, аамёняя у на В (такт кака = 0), нахо - 
диМЪ 


В-ми(а) + М, (а) = 0, 


Ув 30а) 


в = - —, 
ме (а) 
й ассимптота спредёлена. ы 

.Всли же (о) =0 (+= одвукразный корень уравненая: 
Чи): = Фа(1, 4) = 0), на №, ,(0) не= 0, мо В — выходить 
_ безконечивиь; ассиматотн тогда нётъ, и соответствующая. безко- 
о щечная вЪтвь кривой называется параболической (по аналоги съ 
) параболой, которая имфетъ ассимнтотическое направлен1е в не 
_ иметь аосиуптоты). 

Води ун(а). = О и ув (а) =0, но "ша пе ='0, 16 въ 
уравнен:и (*+') первый членъ пропадаеть и`по оокращенаи на “х . 
оно давтъ - по аамён8 у на В при х == - кнадратное урав- 
нензе для опредёлензя В: : 


ОСАО 


изъ котораго - если В имфетъ 2 вещественньхь различныхь зна- 
‚чензя - получаются дв% параллельньыя ‘ассимптоты. В 

Подобныме образомь можно продолжать разсужденуе. Такъ, если 

вх уравнен1и (*'). „пропадает ве только свободный члент, но и 

коэффиц. при ‘*/х 10, по сокращензи на `*/х* и замён8 у ва 

В, мы получаем уже уравнен1е З-ьей степени относительно В, 

` которое можеть намъ дать 3 параллельны ассимптоты 0% одним и 

_  1№мъ же угловымъ коэффицтентомь а; послёди1й при этонъ` явля - 

ется З-кратнымь корнемъ уравнен1я К 


Фе(1, %) = Ш = 0, 
такъ какъ 


ша) =0 и фа(а) = -01 ь 


Вообще можно замфтить, что кратному корню порядка \й урав-' 

нен1я фв(1,6) = О можеть отвёчать ве болйе | параллельныхь 

_. ассимптоть, а такъ какъ, полное число: корней этого. уравнен1я ш 

Е (могутъ быть и безконачные корни), тс ножно утверждать, что ал- 
ребраическая кривая 1-го порядка можеть имёть не бол%е ю’ас- 


симитотт, Когда сиредьлева` зссиыитота, можно обратиться цъ он- 


р ралонь „расположен1а_ нь | ватвей ЕрАвОй ‚относительно Я 
_ этой ‘ассимптоты. 


Въ случа, когда данному а отвёчаеть одна ассимптота: 


Ре, полагая въ уравнен1и (*') 
УзВ+4, 


мы получаемь (такъ’ кака В.у(а)- + м. (а) 20) 


, тЫ и 
4.мв(о) .: | Ву т(а)°.+ В ув 1(9) + Уа- (9) + 


д. бо чм. 5 че ] и: 


и. р т 


Есля зд%сЪ 


А 2 р В?уи(а) + В-уш_ (а) + в 29) сне = 0, " 


© уравнен1е (*") принимаеть форму 


вот [а | 
м Хх 


отсюда, при 
А. \Ка) < о, г 


находимь = 


ев 101. 
а -рт, 101) 


&>0 
[ А <0 при ха+® 2% 


ожен1е (2) черт. 101). 
_ Пусть теперь выражен:е А=0; зогда, привлекая въ урав — 
е (*”") еще членъ съ */х?, волучаемъ: 


4 [о .1 (В.уи(а) + у (а) +2 р ; ико н 
а 
| В+ 6... ТА ео КаА лк д 
: х* Е - : 
а [ко] в [в] 
| х 


Г „ 1 в 
В 38° (а) + 5 Во (2) + В. (а). + Уз (9). 


Воли эд8сь В ве нуль, то А имфеть знакъ обратный 
В -щи(а) 
з _ при х=+=); такныъ образом пои 


В. чи (х) 9 


ЛЧере. 108. 


Не входя въ разомотрён1е другихф случаев, замётинъ, чт 
_ Эд8сБ мь имфемъ дфло въ сущности съ такимъ же вопросомь изуч 

#13 знака безконечно малой разности А=у- 7 в зависимости 
_отъ знака “/х какъ въ предыдущемь 5-6 (способь Ля В) - при 
_ Изучев1и расположен1я кривой въ области начала коорлинать. к 


ь 


Примпръ 1. Найти ассимптоть кривой 
Е. ЕЕ 
_ опредёляя такхе расположен1е безконечиыхь ветвей. 
Пузекъ ‘ассимпт. направлен1й: 
хо + ху - 2ху? = х(х? + ху - 25") 
_дветь три вещественныхь направлен1я: з 
х=0, х 7-0, х+ у = 0. 


Г 1°. Параллельно оси {-свъ проходите ассимптота 2х +1=0 
акъ какъ, расположивъ уравиен1е яо степенямь у и резлёливь 


_ на У", ныземт 
2 
2 ры а 09. 
В У 2 


У 
При у = * имфему 


з г.’ 
_слфдовательно 
‹ ты ы 
- (2+ + фа 0. 
у 


_ Отсюда зиакт 2х + 1 одинаковъ со зиэкомф у, т.е. 
2х +1>0 при у=+> 


и 
О 


2х+1<0 при у 


Расположен1е представлено 
чертеж* 103. , 
2°. При ассимот. направле! 


&=1. (1-Х =0) 


полагаемъ въ уравнен1и, кривой 


1 2 у* 
С иде 


При х=*, подагая у = В, находимъ 
Е ВЫ 


_Йскомая ‘ассимптота 


у 
_Чтобы найти расположен1е вётвей, дёлаенъ 
У=В+А ще ИГ: 


Уравнев1е (*') принимаетз форму: 


о 
За "И "+... ... #0, 


- 8+2 ( Ив). 2-0, 


1 48 : 
х одного знака, т,е. при 


дёлаемъ въ уравненаи (*) — 
Ё Е г 


с 2 - 2 
а И: а =. 0. 
х 4 хх. хе о о ЕР г 


Сокращая свободные члены и умножая на х, получаемъ 


1 . 1 2 У : 
Аа = 0. 


4 х 
При х=*® и у=В каходимъ 
вв В = ЗИ. 


Ассимптота будетъ 


7 5 МТ в 


° Чтобы ‘найти расположен1е, дёлаемъ 


И ад 
олучаемз: 


В Ива 


Й 


ЗА + Их (*/., +в) = 0, 


сюда А и 3/х противоположныхь знаковъ, т.е. 


А < О при 


8 >0 при х=- *. 
Расположен1е на чертеж 105. 
Примпьъ 2. Вайти ассимптот 
кривой ь - 


хо + у’ - Закху = 0’ 


(Декартовъ листт), а>0. = 
Черт. 105. Пучект ‘асс. направленай_ Е 


я ОЕ у 


одно вещественное рёиен1е = 


кращая ‘свободный членъ и умножая `ва х, получаемъ: 
з 
атс 3 - 380 + =. 
же < 


и 


и х==* и у=В, находимт: 


38 + 3За=09, В=-а, 


тота 
к. 


‚1=-Х- а. Х+ Таз 0. 
_ Для опредфлен1я располохжен1я д®лаемъ: 


В = -а*+ 4; 


34(- а+ 4) 


2-52 


4>0 при х= +5. 


Расположен1е дано на чертежа 


$ 11. 
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‘чензй у отвёчаеть одному значензю х въ извфотномъ проме- 
_ жузтк® (иди наоборот®). : 
ря Вайти точки пересёчен1я кривой съ осями координатт, 

3°, Найти вершинь кривой, гдЪ касетельная ||-на оси Х-авл,. 
т.е. у' = 0, для чего надо рФшить систему 


Е(х, у: =0 
‚1 
ых, у) = 0. - 
4°. Найти вершины кривой, гдё касательная ||-на оси 7-овъ, о р 
Е. 


т. 6. У’= *, для чего надо рёшить систецу 


Ё(х, у = 0 
У, =. 


5°. Вайти особенныя точки кривой, рёшая систему 


#(х, у: =0 
5(х, у). =-0 
ук, у =0, 


и изслёдовать расположен1е кривой въ области кажлой ссобенной 
‘точки, для чего, перенеся въ эту точку начало координат, при- = 
изниТЬ 610606 А или В. $9. 

6°. Найти точки перегиба (см. $ 8), рёшёя сястему 


#(х, у) =0 


Й 


Н(х, у) =0 


(Ресслана) и исключая изь ея рфшен1й особеннья точки. 
7°..Вайти ассимитоть кривой и опрелёлить расположен} е без- з 
онечныхь вётвей по способу $ 10.Полезно также наити точки пе- — 
`ресёчен1я кривой с+ ея ассимптотами, еслм таковыя существуюте : 
з конечном» рэзстоян1и. у 
РфшивЪ всё эти воирось, мы состовимь себ% безошибочное 
едставлен1е о фигур кривой. Для болфе чачнаго вычерчинакя — 
можно построить рядь бод%е нли мене близкихь точеке ея: 

иведемь примфры. Е 


1°. изсяфловать и построить кривую 


С 


нм я 


4х? (2х +1) >0, 


х + х+а > 0, 


‚да сл$дуетъ: 
или х 5- (4+9 12 )} 


или Хх те 4; 


межутк® значен1и х: 
Е в Уча, 


стивъ, иать ‚вещественнихь значен1й ‘у. 
_Я) Кривая пересвкаезь ‘оси координатъ только въ началь 
при х= О выходить у? = 0, при у -0 выходит - хо 
® 3) Вершины кривой ст касательными ’, оси Х-овъ опредёляют- | 
‚ какъ р®шен1я системы: Б . 

о Е(х, у) = Ру + Эк” + у" - х* 

Ма (к, у) = хучу -х. = 0 

‹лючая изъ’ двухъ уравнений ‘члены съ х” (умножаем второе. 
-х и складываемъ съ первымь), получаем: 


ху’ + у’ 0, 


или х+чт= О; а 
при у’=0 изъ уравнензя ЕЁ(х;у) = О выходить х=0, Ч 
етъ точку (0,0), но эта точка будетъ ве вершиной, 
ной точкой, такъ какъ вт ней также — $ 
ж + 4ху+ у = 0; 
веря зе х=_- 1, получимъ изъ любого уравненая .& 
20; : о а 
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это даетф инимья значен1я для у. Текимъ образомъ, вершинь 
Ро рода нётъ у данной кривой. 

4) Вершины съ касательными || оси 1-авь спредвляются- : 
стемой: 


` ИСИ : 


у = х* + 4ху + 2у 2.0. 


Очевидное р5шен1е: х=0, у=о отбрасываемъ, кекъ от- 
в\чающее особенной точк%. Тогда, умножая первое уравнен1е на 2, 
„второе на - у и складывая, получаемъ: 


ху - 2х2 = 0, 


откуда (оторасвьвая  х= 0) получается 


у = 2. 


Внося у = #в$ одно изъ нашихт уравненай Ё = О-или уро, : 
вмЗень: 


Явка = 0, 


откуда МЕ. 
ось х. = - 4 +и 18 = - 0,54 
х = -4- у 12 + - 7,48. 
Йкаютъ, кривая наша имёетъ двф вершины съ кааательными || оси 
овъ: 


(>41, 2).  Са-ив, 8). 


. Согласно пункту 1° касательнья въ этихъ тачкахь выдзлаютъ з 
полосу, внутри которой н*жтъ точекъ кривой. 

5) Особенная точка только одна (0,0), такъ какъ изъ пункта 
3, мы нашли лишь одно ведественное: рёвен1е системы # =09, 
= 0, именно (0,0); это рёшен1е удовлетваряеть также и 
ЗИ Ч = 0, слдовательно, даетъь особенную тачку. — Да- 
Вамт ль 40 вообще кривая 3-го. порядка не можеть имёть 
ет ссобенныхь точекъ, такъ Какъ иначе прямая, ихъ соедяняв= 
„› иыёла бы по крайней мзрё 4 точки пересфчен1я съ кривою 
Тава двукратныхт корня, если точки двойныя), а это противорё- — 
тъ извъстной теорем8 аналитической геомезтр1и, по которой чи- = 

ю точекъ пересёченая двухт алгебраическихе кривыхъ порялксвь 

зив (у нас Зи 1) пе больше п.п. 


Дл _иаслждованая фигуры кривой въ области начала координате 
_ примфниме прёемз А $ 9. Полагая въ уравнен1и кривой у = %х 
_и оскращая на х’, получаемт: 


х(6 + 24") + 4-1. = 0, 
_ При № =1 иыбемь 


х(3 +е) + (&- 142 (п) =0, 
_ откуда 
Жо ытЕ < +6; 


, при %=- 1 имбемъ 

х(1+е). + (%+1)(- З+1) =0, х 
откуда 

(+1) = ухе 


ы Расположен1е вётвей на Зерт6я% 
107. м 


* 


6) Для -наховден1я точек 
перегиба составлявмъ Ресотаву. 
Уравнен1е, приведенное къ одно- 
родному виду, будетъ: к 
Черт. 107. | 


Р(х,у,2) = бу + 2ху" + уз — хе = 0, 


Рух = 2-2, 


= 2х +4у, _ 


№] 


р = _4х + 32; ПР, = - 2х, 


" 
уу 


Ру 2 — т; = 


м 
га у2 
_ полагая здфсь 2= 1, получаемь - р 
2у-2 2х + 4у - 2х Г 
2х+4у 4х +2 ЕТ 
ея. Зе ое: ва 


‹ а Заиа Ё 


У 
о 


Н(х, у) = - В(у° + 459” — у’ + 2х + 25° + х*). 
Рёшавыъ систему: с 
Ч = у + "(4х - 1) + 2х2 + 23 + = 0 
ВУ" (2х +1): + у = осн 


подвергая ее посл довательньымь преобразован. для исключен! я У 


_ Сперва, умноживъ (1) ‘на 2х +1, (2) ва - у, сложныь; — полу’ 
Чимъ 


— У [(4х-1) (2+1) - х*] + у[2х*(2х+1) + х*] + х?(25+1)* = 0 
ыы | 
У"(7х® + 2х - 1) чу х"(4х + 3) + х*(2х + 1) =0. .(3). 


Такимъ образомь исключилось у”. 
„Теперь, выписавъ уравнен1я 


У*(7х° + 2х - 1) + у х*(4к + 3) + х*(2х +1) =9,, (3) 
у*(2х + 1) чу. х ой 2 
сключимь у’, для чего умножимт. (3) на (2х+ 1), (2) 
_- (7х° + 2х - 1) и сложимъ. Получимъ: 


(4+3) (2х+1) - (7х°+2ж-1)] + х*[(2ж+1)° + 7х + ах 1] 


у(х’ + Вх + 4). + х(8х” + 19х +8) =0,... (4) 
(ыы сократили на х?, такъ какз при Х= О выходит изъ ур 
Веня = О также у = 0, что даеть `начало-особекную зочк ‚) 
. Из уравнензя (4) нахолимъ . $ 


ты х(8х” + 19х + 8) 


хе + 8х +4 


получаемт: 


С же (х* + 8х + 4)* = 


ная на хи дфлая ак ‚членовъ, ` находим ‘уревие - | : 
120х* + 588х* + 1074х* + вах" + ззвх + + ‚48 = 
пдсщеЗеи т 


з — до" + 196х* + 358х° + 295х* + 112х + 16=0.. (8) 


‘бпредёляющее абсциссы точекъ перегиба. 
Ординаты ихъ опредАляются изъ уравненя (5). 


Уравнен1е (3) ‘имзетъ двукратный корень 


ыы т 


а 
х=- У,, 


которому отвйчаать изъ (5) 
5 = 


3/,, 1) ве будетъ точкой перегиба, такъ какь 


у’ =-8, у"= 192; 


ожали, при искличенГи степеней у на 2х+1. оо 
Раздьлив» лАвую часть уравненая (6) на (2х+ 1), получив 
равнен1е 3-ьей степени е 


ф(х). =. 1059 + 39х* + 48х.+ 16`=0...- (т. 
Составляя для него функц! ня Штурма: 
о’ = 5х4 13х48, 
фг(х) = 3Зх+ 8 


Фз(х) = -1, 


= 4, Ида мочНве между 


о: див и х=\,, 
такъ какъ 

$(- 4+и 1) = 12(-97 + 28 / 18) = 124-/ 505 + / 5408) < 0 
ие :. 


_ Такймь образомт кривая нубеть лишь одну точку перегиба п 
абсцисс между 


7°. Обращаемся къ разыскеи1ю эссямитоть. 
° Пучекъ асс. хаправленай 


х*у + 2ху? =. 0 


_ дветь 3 направлен1я: 


х=0,. у=0, х+2уз0, 
г) Росполагая члень по стеленямь ‘у: 
У*(2х +1) + ух" 
в дбля на у’, имемь 


: РЕ 
2х+1 + м > 


8х+1 + 


охкула слёдуеть, что 2х+1=0 
‚Черт. 108. ассимптота; кромё того, #х+1 
ь (-у), т.е. : 


2+1 <0 при-у=+= 
2х+1> 0 пра у=-=, 
) Располагая ‚члены по степенямь я; 


х*(у- у ук + 1-0 


О) 
Хх 


и 
> 


2 
утка) 


откуда лолучаемь ассимптоту 
Ты чать 


и такъ какъ у- 1 имфеть энакъ (-х), 
то 


Черт. 109. у-1 < 0 при ха+®, 
у-1 > О при х=-=. 


с) Собтвётственно углевому коэбфиц1 енту 


Е Я ВИ 
ро ща 4 Хх 


свободные члены и умножая на х, кмфемъ 


За . у" 
уе = а, Е 
а (2у У) + я 


При х= <, дав у=В и 
получаен . 

- В "И. =, Ва - ., 
тэкъ что ассимптота будетъ 


ТЕ Ме 


й 


Делая УВ На, имфемь. 


Черт 110, 3 - А+ : ое еб г) 


= 259 - 


откуда 4 имжетт знакъ х, т.е. 

4>0 при к='+ю 

48<0 при х=-*®. 

Отм#тимъ еще точки пересвчензя кривой съ ея ассимптотамыи. 


При х=- ‘/, изъ уравненая кривой выходить уя 1 и при 
у= 1 обратно х=.- “/ь, такъ что ассииптоты 
ОД а и = О 
пересёкаются въ точк%, лежащей на кривой; съ ассимптотой 
Хи, = О 
кривая пересфкается въ точкЪ 
(-°/ О 
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График» кривой см. на чертехё 111, 


| 


Черт. 111. 
2’. изсаёдовать и построить кривую 


к + у* - 2у® + 252у = 0, 


1} Разсмитритая уразнен!е какъ бикнадратное относительно х, 
ь х 


= - у ИХ + 29 у* 


= у [-1 ыы ты |. 


 Врежде всего подкоренное 1+2у-7° доджно быть 2 0, что 
ея ау ти 
Далфе, если у>0, то нужно брать корень У 1+ 2у- у 
_ только съ + (иначе х’ < 0): 
у [- 1+ 1-й] 
и Ч70бь выходило х’2 О должно быть 


1+ 29- у’ > 1, 2у-у>0, 
_ откуда при у> О получается у $ 2. Итакъ положительныя зна-_ 
_ чензя у ограничены промезуткомт: . 
а: 


_ и тогда каждому у отьёчаезъь 2 значен1я х, равныя по .26со - 3 
_ лютному значен1ю а противополохныхь энековт. - 
Боли у<О0, ло 
= [азия |, 
такъ какъ при у < О выходить 
# 1+ 49 -у’ = 1+ 5(2- У <Ь 
т _ то возчожны четыре эначен1я. х, пока корень 


а изеь, 
Итакъ стрицательння значен1я у ограниченн промехуткоме их. 


о а ИА 


которыя попарно. 


равны по абсолютному значена. 
у 2) Такъ какъ прё х= О ураввен:е дает 


у. 25° = 


‘откуда у=0, у= 8, то кривая перес®каезь ось У-евх ва точ- 
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кахъ: 


(0, 0) в (0,2). 


Такъ какъ при у=0 получается х’=0О, то кривая пере- 
‚<фкаетъ ось Х-овъ только въ началф. {: 


3) Вершины, гдф касательныя || оси Х-овъ, опредёляются си- 


стемой 


#(х,у). = + у* - 2у° + 2 = 0 


| Е(х,У) = 45° + 4жу =. 4х(х?+у) = 0; 


. й 
| изъ второго ураввен1я или х=0 или у=- х*; при х = 0 пер 
_ №06 уравненае даетъ 

Е у=.0-иу=а, 

3 


р 
но въ начал координать и Рух, у) = 0, сл&довательно, это _ 
есть особенная точка; вершиной же будеть (0,2). Подставляя › 


х*=-у въ уравнев1е #=0, находимъ 


у + У га 2у? к 2у? = [6 
или, по сокращен1и на у’ (такъ какь при у= О выходить х* 
= -у= 0): 

у =. 2945018: 
при у=1+ у 2 ВЫХОДИТЬ. х* <0, х мнимое, а при у= 12 
-иИ 2 выходить 7 
х=уЗ-1= 0,4142 


в Е 
Е У: = #0,64, 
Итакъ, вершину съ касат. || оси ОХ будетъ ири: 
(0,2), (+0,64, - 0,41), (-0,64, - 0,41). 


Аъляются системою: 


4 


О о у 2 ду = 0 
| кубку) > 4у°- бу* 1 25? = 2(2у? - Зу? + х”) = 0; 


Е: 
ИзЪ второго уравнен1в е 
х* > зу - ау" 


дотавляемь въ первое: . 


+ у - 25° + 6у* 


- 4 ый 


де .12у* + 6у* + 49° = 0; 


сокращенти на у° (такъ какъ при у= О выходить хз - 
2у? = 0) получаемь кубич. уравнене . 


т 29° - 6у* + Зу+ё = 0. 


о имфеть корень у= 2, которому отвёчаеть х’ = - 4, х мни- 
раздёляя уравнен1е на у - 2, находимъ 


- 29 - 2-1 = 0,' 


уча МЗ д 
къ какъ изъ послфдняго уравнехн1я 


2у* = 2+1 2 = 2уз+у = ЗН 


Хх’ = 3'- 25° = ух !/,) - Зу-1 = Мь 


Итакъ, кривая иыфеть четыре вершинь, гдё касат. || оси 7-ов ь 

х — — ь Е. 

1+и3 5 12и3 Е 

_ (замфтимь, что ая 1,35, РЕНН 0,35); 
#2 : 


(+ 0,71; 1,35), (- 0,71; 1,35), (+0,71; - 0,35), 


(- 0,71; - 0,35). га 
з Е а 
5) Для нахожден1я особенныхъ точекъ обращаемся ке системи: 


4 


м, (ку) аж чу оду + у. НОВ 
4х(х чу) = 0 


' 
(ху) 
2(29у°- Зу + х*) = 0. 


и 


. 

ух, у) 
Изт уравнен1я Г, 20 берем» рёшен:е х = О я подставляемъ 
_в$ `уравнензе Фу 20, что дает : 


292 - ЗУ = 0, , 


уда илн у=О или у- *"›: изъ двухь 04 


. (0, “/,) только В ‚Удовлетворяеть а Е=0. Веремъ 
=. `затбыъ изъ уравиеня 1к= О другое рёшене х’= -у и под- 
к - ставляемт въ уравнен!е т = 0, получаемъ 


Ву Ву у 
_ откуда 2 
или у=0 или 2у*- Зу-1 = 0; 


при, у = 0 выходить 
х = -у.= 0, ^ 


и это рышенте (0,0) удовлетворяеть уравнен1ю #= 0; для пр. 
в®рки Того. будутъ ли уловлетворять уравнейю Ё=0 рёшения, 
_ получаемья изъ система: Е 
5 2у* - Зу-1=0 


у 


мы подставамь. х? = - у въ уравнен4е Ё=0 и лолучимь (по 
_ кращензи на 9*): 
в - ь у = о 
_ 0 уравнен1я 
о 


0 


Ра ИЕ 


у" 


н6 имфютъ общихъ корвей, Аа АЩН О особенная точка един- 
_ ственная 
В (0, 0). 


Аля изслЪлован1я фигуры кривой аъ. области начала риывниы $ 
способъ 4 $9. Пучек касательныхь 

. - 25° + 3х'у = 0 

_ даетъ три р%шен1я 

} О ах о 


Полагая въ уравнен1к кривой у = 1х и сокращая ка хе на- 
ходим” р 
: $ маса на = 0, . 


х(1 + 4*) - ак - 1)(4% +1) = 0. 


Са, При &= 0 ваходимъ 


риал иволь подь обье -овт. 


Пра 1 находиыъ 


х(1+:) - 2(&- 1)(2 +1) = 0, 


* У 


х(&- 1) =у-х > 0, 


идеть надъ касательной 1 = Х. 


с) При %=-1 находинт. 


х(1 +) - 2(%+ 1) (2+1). 


откуда 


х(%+ 1) зу+х > 


крявая идвть надъ касатедь | 
ной ; =: 
З+х.= 0, 
Фигура кривой Въ 
на чертехф 112. 


772865 


6) Тачекъ перегиба кривая не имтетт. 

7) Ассимптотъ кривая не зыфетъ, такъ какт совокупность чле- 
вовъ высшаго изыфрен1я въ уравнен1и кривой 

у. = 0 


не разлагается на вещественные множители. Кривая позтому заик- 
вутая. 
Фигура кривой изображена на чертех® 113. 


$. 12. 


Ливзи въ пространствь. 


Всякую лин1и въ пространств иожно представить какъ пере- 
с&ченфе двухъ поверхностей Г я 11 (сы. черт. 114), заданныхь 
уравнен1ями: 


о а о 


И 9, ув +0, 


‘такъ что лин1я вз пространствв опредёляется системой рдвухъ 
уравненй 
(ху, в = 0 Е 


©5218 О 
в) 


Ф(х, у, 2) 


д%йствительно, каждая точка этой лян1я, удовлетворяя ураввен1ю 
той и другой поверхности, удовлетворяет систем% двухъ уравне- 
в1й. Такъ какъ лин1я можеть быть разсиатриваема какф пересече- 
18 двухъ поверхностей на безчисленное иножество способовъ, то 
# система (+) можеть быть зам фнена безчиоленнымь множествомь 
другихъ системъ, злгебраически ей равносильныхт. 

Напримёръ, окружность въ пространств можно представить, 
хакъ пересёчен1е (см, черт. 115): 

1) шара и плоскости 

2) цилиндра и плоскости Й 

3) комуса и плоскости 

4) поверхности вращен1я и плосности а т.д. 

Лин1и въ пространств$ можно задавать также параметрически- 
уравмен1ями 


ЧЕРИЕСЛЕ "< УЧУНАВАНЕ 


_Искличая. + изъ этой висте, _ подучиму 2 уравненя ы 
у, 2, т.е, приходимъ къ систем® (*). 


„Черт. 114. Черт. 115. 


_ Фримьръ 1. Дана система 
С Хх = Хо + 1% 
у. = 9. + 
ы 2 = 2 + в. 


о Эта система изображаетъ прямуи линзю, тэкъ какъ исключен, 


_Примифъ 2. Составимт уравнен!е винтовой лин1и на кругс- 
$ цилиндр. Пусть а (сы. черт. 116) рад1уст оснойае1я ци- 
идра и Него высота. ‘ес 

Ви овую лан1ю мы получимь, если, развервузъ Фоковую_ _ по- 
ность цалиндра и проведя дтагональ АС, наверцнемъ `пряме - 
льник АВСО на циликдрЪ: дазгонадль АС дасть одинъ _зави- 
ВЯНТСВОЙ ЛИНЗ. ав 

тобы составить уравненле винтовой лянфи, возьменз тачку 


РЕ < г ы 

на кривой и опустимъ изъ нея на оснавав1е первендакулярь Мп 

_ которий очеввдно составить часть образующей. Построииз теперь | 
мзсто точки на развертк%. у 


} Черт. 116. 
_  Отложиву 
ве. Аш, = с Ав, 


и проведя ш,М, _| АП, получимь И, - ивсто точки № ‘за раг-_ 


›рт&8; обозначивь 
у 40 =%, 
иземъ теперь 
} х = Ой = а.С05 % 
у = вв =а,510 6 
2 = вм = а,М, у; 


пред®ляемь азъ подоб1я Треугольниковъ 


„Дифференцеаль дузи линфи въ пространсивт. 


Возьмемъ какую-набудь ланйю въ пространствв (см. Черт. 117). 
вторяя_ опредлен1е и разсужден:е $2 съ присоединен1емъ треть- 1 
< ей координаты 2, приходимъ въ 
Е сл®дующей теорем$. 


Теорема. Длина дуги МоМ, 
кривой, заданной уравнен1ями: 


х = $(%) 
у = %(ь) 
2=0(%), 


Черт. 117. 
выражается формулой 


И ООО 


{ 5 и 1, суть значен1я параметра %, соотвётствую- 
я началу я концу дуги. 


Сльдств4е. Дифференц!аль дугя выражается формудачи 
й у’: тие +0? 4% = ах? + ду? + 42? 
, осльднее выражен1е дифференцуала дуги выводится на основан1и 


_ соотношения 


ЗЫ 


9х = р' (44% 
Чу = чае _ 
45 = ш' (ав. 


$ 14. 


Касательная прямая и нормальная плоскость. 


Опредвлен1е. Касательно» въ данной точк$ М кривой навыва- 
_ @тся предзльное положен1е сёкущей, проходащей черезъ точку Ми 
_ точку кривой М,, безковечно близкую къ М (см. черт. 118). — 


?еофема. `Уравненае касатель- 
вой въ точк% (х,у,2) имфеть видъ 


он 0 


Доказательство. Точка М и. без-— 
Х конечно близкая къ ней точка М 
ямфютъ слёдующ1я координаты 


м 2 
Черт. 118. ет 
М, (х+Ах, у+Ау; 2+4), 


_причемь, если кривая задана уравнен1ямя 


х= (8) 
у= (и 
#=0(\), 


Ах = 914+) - э(®) 
Ву = (+4) — (6) 
ра Аа = ы( 8%) - (6. 


= с 
`Ах Ву 42 


въ знаменатель множитель */4%, перепиц 


я къ предфлу при А№ = 0, иы5емт 


а 


дз по умножен1и знаменателей на 4, получим 


Пе ВР ВЕРЬЫ 


к Е , 4х ^ ау 42 


Зампчане 1. Воли уравнен1е кривой задано въ вид® 


Ех, у, =0 


Ф(х, ‘у, 2) = 0, 


уравнен1е касательной пишется вт форм® 


(К - юн, + П-ущ + (- в, = 


р 
о 


Г - хх * (1 - уу * (@ - а, = 


и 
(> 


И Докзхемь это. Вз точкВ касанфя (х,у,2) выполнены 2 урав- 

38. я с 
я ' О 
АаЁ(к,у, 2) = Ё,. Чх + Е. Чу + {,. 42 =9 


Е 
Я (круз) = ан. ах + Фу. дут. 42 =0 ь 


‘во изъ уравнен1я касательной (1) сявдуетъ, что ах, @у, 42 ©0- 


взтственно пропорц1ояальны разностяму 


к - Е 


могут быть ззыёнены этими разностями въ уравненляхь (*). 
_Сладовательно, для касательной выполнены сяздующея уравне- 
(- ю + (М - УЕ + (- 9,20. ^ 

(1 - же + (1 - уу + Я- въ, = с. 


_ Зампчан4е 2. Въырахен!е для косинусовъ урловъ касательной | 
ь осяци координят+. о 
_Всли поямая задана уравнензани > 4 


_ то косинусы зтихъ углов, составленныхь этой прямой съ осями 
координатъ, имёютъ, какъ извёстно, сльдующ1я выражен1я: 


Соз(В, х) 


Соз(В, уу = 


Соз(В, =) 


На основан1и этихь формулЪ из уравнен1я касательной (1} Я 
находимъ сл$дующ1я вырахен1я для косинусовъ угловъ ея 6% осями З 
Соза = = Е 7 
СовВ = = — о. г . 

Созу = —-+ * = 


Опредълен1е. Нормальной плоскостью въ данной тачк® М кри- 
ой называется плоскость, проходящая черезь М и перпенликуляр- 
къ касательной въ этой точк%' (сы. черт. 119). 


Теофема. Уравнен1е нормальной 
плескости въ тачк® М(х,у,.2) будетъ 


(Х- дах + (1- у)4у + (#-=в)4а=0. — 


Действительно, общее уравнен1е 
всвхъ плоскостей, проходящихь че - 
резъ точку М(х,у,2) имФеть вадь 


: АХ-х) + В(1- У). + 6(2-2) =0. 
Черт. 119. : 


„ 


= бе с 


Е Подставивъ въ общее уравнен1е выёсто (А, В, С) величины, 
_ имъ пропорцёональныя, получимъ 


(Я-юах + (1-урау + (1-48 =0..... (3). 


$ 15. 


и. < Соприкасающаяся пловкость (плоскость кривизны). 


Винормаль. 


Опредъленае. Плоскостью кривизны въ точкё М называется 
3 ное подохен1е плоскости, проходящей черезъ касательную 
въ точкВ М и черезт точку кривой М., 
безконечно близкую къ И (см. черт. 


Г 
10. 
?ворвма.Уравнен1е-плоскости кри- :3 
визны в$ т0чкё М мыфеть сяфдующей 
ЕИДЪ 
Черт. 120. А(1- х) + В(1-у) + С(8-2) =0, 


А = 47.472 - аз.а*у 
Е 
С = ах.4?у - ду.4°х 


Хх 2х 2-2 ' 
х у 
4я _ву та2 = 0. 
4х _@у р 42 Е 


Замётамь, зто выраженая для Ви С выводятся изъ вьражен1я. 
_ А круговой перестановкой бужвт (х, у, 2). 


ый ры 
- 23 - 


1 


Докагашельство. Уравнен1е всякой плоскости, проходящей ле- 
ты: точку М(х, у, #) имфеть вядъ 
А(Х- х) + ВСЁ -у) + (1-2) =0.. (+). 


Если мы подзинимт коэффинаенте 4, В и С условаю ||-ости 
съ прямой МТ, то и это будетъ. означать, что пвоскость прой- 
детт черезъ касательнуя. Это услов1е сяфлующее: е 


к А9х + Вау + Сах = 0. 
Возьмемъ тачку М,, безконечно близкую къ М: 


Г 

М,(х+Ах, у+ДАу, 2+42),. 

в `2А8 

| Ах = (ВЫ) - (4) 

ду = убнАо - (9 
4% = (А) - в(®. 


Лакт какъ плоскость (*) долина проходить черезъ точку И,, 3 
ло координаты ея доляны удовлетворять уравнен:ю плоскости. 01- 

_ сюда имвемь 

у АДх + ВАу + Са = 0. 


Разлонимъ въ рядъ по степеняиь Д® приращеная 4х, Ду, 42: 


> ‚з 
Ах = ыы м > ее ео 5 [157 ].°° 
. 4 - 44 м 
а. з 
.? 4% 4% +7 
та И 
Ав = ль там Е [#26 
3 4% р 4% +9 


-Подставивь найденныя значен1я Ах, Ду, 45 ‚въ предыдущее 
‘равенство, получимъ ? 


ах 2 2 > д2 
р. + в. вс] + ев + в.ЗУ + 78 + 
Е 4% ч« @&а 1.8 Е д? а? 4% 


НАЯ МАТЕМАТИКА". 1ро$. 4. 4. АДАШОВЪ. 


<; 


кз Г? ий цы За Ра, ЕАО Даб м НГ 
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ь а ах 4°у 92 
т. во ось ми й но. 
1.2.3 ^ [а ведь а йе а ды 


Йзт услов1я параллельности плоскости съ прямой МТ 


Аах + Вау + Саз=0 


посл раздьленая на 4% получных 


8. ау &2 
„.— + Вас. — = 0 
е 44 9% ь 


сл%довательно, первый членъ написаннаго внше равенства обраща- 
етса вЪ 0. 1 

р Раздёливъ теперь об части равенства на 18 81°,  будемъ 
__ выфть 


2 Р . , з ы 
4х + ВАУ + А ее 2 [4 + вс) * 
ду? а а 8: а ау Ч 


42 2 2 
не о 
4%? 4%" 4%? 


Умясхая 06% части равенства на величину 4%, найдемъ 
А.4*х + В.4%у + 0.472 = 0. 
цтакъ, буквы А, В, С опредёляются системой 
Аах + Вау + С4з = 0 
да*х + Ва?у + С4?; = 0, 
изъ которой получаем 


А в ь С 


9у.4*2 - 42.4 у Ч2.4°х - 9х .4*2 Чх.4*у - у.4*х. 

Вяз уравнен1е соприкасающейся плоскости можно подставить ве-° 
личины пропорп1ональнья А, В, С, такъ какъ множитель проперц1- 
онадькоста пропадает. и Ноя 


№ 
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Опредпланаа. Винормалью въ точк& М дачной кривой вазыва- 
6тся прямая, проходящая черезъ М и перпендикулярная къ плоско- 
сти кривизны вт этой точкв. 


Твофема. Уравнен1е бивормали въ точк® М иметь слёдующай 
‚видъ ь 


6’: ---0. 65) 


гдЁ А, В, С имвютъ тв же значеная, что и вЪ предыдущей теоре- 
м$. Это доказывается слфдующимъ образомъ: 


есть общее уравнен1е прямой, проходящей черезъ точку М(х,у,=). 
Условзе перпендикулярности этой прямой къ соприкасающейся плс- 
скости будетъ 


>11 -- 
и 


п 
с 


св 


Замзная 1, в, п пропорц1ональнымя имъ величинами А, В, С, 
получимъ уравнен1е (5). 


Слъдствзе. Выразеная для косинусов угаовъ бипормали 6%. 
осями координать будутЪъ слфдующ1я: 


Сов = 


Соз в 


Соз у 


Зампчане. Винормаль лехжить въ нормальной плоскости. 

Въ самомъ д$л$, такъ какт биворыаль перпекдикулярна къ пло- 
ти кривизны, то она перпендикулярна и кз касательной МТ, ле- 
„въ этой плосности, т.6в. бинормаль лежитъь въ нормальной 
ости. 


ще 


Рлавная норфмалъ. 


Опредтлен1о. Главною нормалью въ точкВ М кривой назцазет- 
лин1я пересёчен1я нормальной и соприкасающейся плоскост | 
остроенныхь для этой точки. `` : 


ЧФеорема. Уравнен1е главной нормали имфетъ видъ 


ту 


_ означають косинусы угловъ касательной въ точкё М съ осями 
ординат. , 
Доказательство.  Имфемъ уравнен1я 
Тай ‚ Ах) + ВСУ) + 6(2-2) =0. 
ыы Ана: лье СЕ ебмиащься 
- сопрякасающейся ПАОСкОСТи и $ о чепесооь ЧУ За 


(Ехуах + (1-7). 7+ (2-в)а2 = 0 


_ = вормальной плоскости. 
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| 

| Рёшая эти уравнен1я совыёстно, получинъ уравнен{е норхали: 
а и 

Ваз - 6  бах- 442 = ву Бах‘. 


Чтобы получить уравнен{е нормали въ другой форы&, преобра- 
зуемъ знаменатели уравнен:а (8): 


` Ваз = Сау = 42(42.4*х - 4х.4*2) - ау(ах.4°у- ду.а*х) = Н 
= а*х(аа* + ду? + ах?).- ах(ав.а в + ду.ау + ах.а?х). 


Замёчая, что 45° = 4х* + 49° + 42°, к дяффернцаруя это 


| ‚равенство, получим послф сокращен1я ва 2: 
93.4°3 = @х.а*х + ду.4°у + 92.4*2 ; 
_ откуда. . : 
2 2 
Ва2- Сау = 4*х.45* - ах.45.4°5 = 45° о - = 
) 4$ 


= а3*.а [<] = а3*.а Сов. а. | 
9$ 73 


Совершенно подобньмъ же образомт найдемъ . 
Сах - АХ = 93°.4 Соз В а 
АЧу - Вах = 43°.4 Созу. | 


Вводя эти выражен1я въ уравнен1е (6) мы приходимъ кз урав- 
нен1ю 


Фаул а т) 
& Соз а 4 Соз В @- бов. у ^ 95 а 


Слпостефе. Выражензя для косинусовъ угловъ главной ворма- 
ди съ осями координатъ ямъють слЗдующ!й видъ 


бо Е = === аи: 


у 
Со = 


+ 4? + р? 


Сов Е = 


Въ дальн®йшемь , 


8 08 ай Соз в* +4 Соз у? 


будетъ у наст обозначаться черезь с, 


Захпчанте. Кзаательная, главная нормаль и бинормаль въ тач- 
кВ М крявой образуютъ систему трехь вазимно перпендикулярныхь 
прамыхъ. Въ $ 15 доказано, что бинормаль (см. черт. 121) МВ а 
УТ; далфе, главная вормаль ММ злежить, по опредёлен:ю въ нор- 

мальной плоскости, но касательная МТ, 

будучи перпендикулярна къ нормальной 

у $ плоскости, перпендикулярна и ко вся- 

я кой прямой, лехащей въ этой плоскости, 

сяёдовательно, ММ _| МТ. Точно такъ 

хе, главная нормаль ММ лежить, по 

опредзлен1ю, въ плоскости кривизны, но 

и бинормаль МВ _| къ плоскости криви 

ны, слёдовательно, МВ _|_ къ главной 

пормалия ММ, ‘какъ лежащей въ плоско- 
сти кривизны. ы 

Воспользуемся этими свойствами касательной, бинормали 
глегиой вормали, чтобы вывости состношен1я между косинусами уг- 
доръ, составленныхь ами съ осями координатъ. Вьписавъ эти уг. 
въ слвдующую таблицу: 


Черт. 121. 


|: А Е у 
на основан1и фориулъ ‘аналитической геометр1и пыфеил: 
й Созйа + Соз?В + Соз?у = 
Соз?Е + Созп + Соз*5 = 
Соз?Х + Соз?и + Сов?у = 1, 
& =ъ силу перпенанкулярности ‘пряметъ ъы в в иыземт: 


` боз а.Со5 Е + оз В.Соз м + С0$ у,Сов $ =0: 


29 = . “ 


Соз а.Соз Л + Со5 В.Соз ц + Соз у.Созу= 0 
Соз Е.Соз Л + Соз п.Соз ц + Соз &.Созу= 0. 


Переписав» теперь таблицу угловъ въ вид%: 


т М В 
х в Е Х ы 
У В п и Е 
2 У с У 


т.е. разсматривая МТ, ММ, МВ какъ оси прямоугольной системы = 
координат и ОХ, 01, 07 какъ 3 взаимно-перпендикулярныя пря- 


мыя, получимъ у 
`Соз?а + Соз?Е + Соз?) = 1 


Соз?8 + Со5?п + Сов? = 1 


Соз*у + Соз?Е + Соз?у = 1 


Соз а.Сов В + Соз Е.Сов п + Соз ^.Соз ц= 0 
Соз а.Соз у + Сов Е.Соз С + Соз \.Сов у= 0 
Соз В.Соз у + Соз п.Соз 5 + Соз ц.Соз у = 0. 


На основан1и установленныхь соотновен1й докажемъ еще тео- 


рему: 
Теофема. Уравнен!е главиой нормали можно предатавить также 5 
въ форыь С Е {3 6 
Е ВЕНЕ о. 
4 Соз А Я Со5 в $ Соз у : 


и косанусы угловъ ея съ осями координать въ видь 


9 Соз 


Со == ====5====2=5==5===2=5=55== 


+ (4 Соз в)? + (а бовз у)* 


& 4 Со в 


бен == 


у‹« Соз ^)* + (а Соз в) * + (9 Соз у)* 


А, щ, у - угаы а сз осами коордипать. 
_ Корень 


(4 Созл)? + (4 Соз в)? + (а Соз у)? 


альнфйшемъ будемъ обоззачазть черезь ат. 
„Для доказательства теоремы воспользуемся формулой 


Соз*А + боз?р + Соз?у = 1. 


_ Ваявъ дифференц1алеь ея: 


_ (оз. Сов Х + Соз ц.4 Соз в + Со у.4 бо; у= 0, 55 


а ‚въ немъ косинусь пропори?окальными амь величинами (ом. 
с вдох в1е $ 15) А, В, С, тзкъ что получится 


А.9 Созл + В.Соз ц + С,4 бов у=0. 
Такъ какъ 1 _| В, то имвемь 
Соз &.Со5 ^^ + Соз В.Соз п + Соз у.б0ву = 0. 
_Дифференцируя это равенство, получимъ 
(Соз а.4 бозл`+ боз в.а Соз в + Соз у.4 Соз У) + 
` + (Соз:А,4 Сов а. + Соз ц.9 Соз В + Соз у.а бозу) = 0, 


`Поелёдняя изъ этихъ скобокъ будетъ 0 въ силу перпенликуляр: 
и нормали и бинормали; дфйствительно, по ф. (8), полагая 


- Соз а)? + (а Соз В)? + (а бов 5", 


и: 


вемъ: 
Со л.4 Сов а + Соц. Соз В + Со у.а Соз у 


о, 


= а49(боз А.Соз Е + Соз ц.С05 п + 60$ у.боз / “= 
потому получаемт: 
ах 605 а.а боз Х + СозВ.9 Сов р + Со у'.4 Соз у = 0. 


Зам внял. здВсь Соза, боз 3, Созу ое `яыъ зе-. 
наму 4х, Зу, 92, получиит: - В 


4х.4 Сов Х + ау. боз п + Чд.а бозу = 0. 


$ я 


Ея = 281 - 


Съ другой стороны выше мы нашли, что 
4.9 Соз Х + В.А Со$ ц + С.4 Созу=0. 
Сястема двухъ послёднихъ уравнекай даете: 


@ Сол _ @а558в = @&Соз у 
Ва» -— Сау Сах - Ааз Аау - Вах 
ил: 


и такъ же 


$ 127. 


Радфусы 1-ой и 2-ой кривизны. 


_Опредиленфв. Первой кривизной въ данной точк М кривой на- 
зывается предьлф отношенйя узла е между касэчельньми въ 
точкз Ми въ точк$ кривой М,, безконечно близкой къ М, къ дли- 
ив дузи ММ,, 


йред. 08 45 = 94. М,. 


С: 
25 . 
Впорою кфивизною въ данной тачк& И кривой называется. пре- 
@ълъ опношеня узла и между соприкасающииися плоскостями В5. 
гочк$ Ми въ точк& кривой М., безконечно близкой къ и {4 = уг- 
р ‘между бинормалями въ точк® Мои в$ точк® М,) ке длин дузи 


УМ,, з.е, 


1ьед. гдё 45 = 44. ММ,. 


ы 
23 . 

Первая кривизна опредёляет$ быстроту поворота кааательной 
й характеризуетъ откдонен1е кривой отъ прямолинейной форыы, т. 
‚4. "пефвая кривизна" совпадаеть ст "нривизною" для плоскихь 
кривыхь и равна нулю только для прямой. 

„Вторая кривизна опредёляетъ быстроту повората плоскости 
кривизны и характеризуеть отклонен1е кривой отъ плоской формы, 
‚такъ что "вторая кривизна" равна О для всоёхь плоскихъ кривыхъь 
и существует лишь для так% называемыхъ лин1й двоякой кривизны, 
т.е. такихь, которыя не помёщцаются всфми точками въ одной пло- 
скости. 

Величины, обратныя кривизн% называются радфусани 1-ой и 2- 
ой кривизны, такъ что 


| 48 
в, = 1660. | | 


15 
8, = 11^09. |2 |. 
Г 


Прямыя скобки поставлены потому, что В, и В, ачитаются 
‚Зислами положительными. х 


Теорема 1. Рад1усы 1-ой и 2-ой кривизны имзютъ ле 
- выражен1я: 


45 
в, = 


Е 


45 
ат 


в» 


(а бов) + (4 Сов в) * + (4 б03-у)* 


Доказацельство те Пусть дана намъ иёкоторая кривая ММ, 
(сы. черт. 122}. Овишемъ около начала координать 0 сферу ра- 
А1усомъ = 1 и проведемъ черезъ 0 опрямвя, параллельныя каса- - 
тельньмь М? и М,Т, въ точкахъь М и М, и во во&хъ проме- 
жузочныхь мехду ними точкахъ кривой. Тогда мы получимъ 4- пОш,= 
= в (углу между МТ и М,Т,) и кром& того на поверхности на- 
шей сферы единичнаго рад1уса мы найдемт кривую, образованную 
точками пересёчен1я со сферою 18хъ прямыхъ, которыя мы правели 


= 283 - Е з 


|| касательнымь въ различныхь 
‘точкахъ М, ..., М: данной 
кривой. Эту сферическую кри- = 
вую будемт для краткости на- 
зывать зодозрафом® каса - 
тельных». 
Имеем» теперь 


^ 
хтОш, = МГ, МТ, =е 


см, = 45 
Черт. 122: в 
8, = пред. = 
Такъ какъ 
0ш = 1, Ош, = 1, 
то 
ши, = 2510 а 
и слъдовательно: 
43 43 2530 И, 43 . 
В, = Пред. == = Пред. 4 р--о. ТТ = дред, --щтЕ-- = ^ 
Е 25а °/, Е АНА 
4$ 
= Пред. =, } 
р 
такъ какь К 
| 251 /, 51" У 
. Пред. ——------ = Пред. те? =. 1, 
| = е=0 И ] Й 


Фочки п и Ш, имфють слЗдующая координаты: 


0(1.Соза, 1.Со038, 1.Созу) 


ш,(Соза + Доза, СозВ + ДСозВ, Созу + АСову), 


причем» приращен1я 
ВСоза, ДСозВ, ДСозу 


соотв тствуютъ приращенаю 4% параметра. % при переходв оть | 
М въ М... : 
Слёдовательно: Е 


ш, = ]/(4боза)* + (46038) * + (Абозу)°, 


3 


ИБ т” А 


Усова? + (Вбовв)* + абы 


У А Е + 


Помноживъ Числителя и знаменателя на 94%, получимъ: 


У(абова)* + (абозв)* + (4бозу)* 


у. причем 4с является дифференццалом+ дуги годографа касатель- 
_Ныхь: ре ФАЗ 
49 = Уасозы + (4038)? + (4бозу)*, 
такъ какъ Сова, СозВ, Созу суть координаты точки и того 
_ годографа. 

_ 2, Возьмем чертежъ, т предыдущему, но для ат 

алей (ом. черт. 123). ы. 

` Представим, ‚лто около начала координать описана сфера ра- 

д1усомъ = 1 и изъ точки 0 прове- 

ы ; дены прямБя, параллельнья бинор- 

малямъ въ кахлой точк® данной 

кривой; концы этихъ прямых вЕ- — 

л®лятъ сферическую кривую, назы- = 

ваемую годографомъ и и 

дадутъ намъ уголь 


ы ба, = МВ, ив, 


Черт. 123. __ мфемь теперь. о 5 
ш = мв^\ М.В, ат 
а м, 


- ‹ Фак какъ. 
= 1, п, = 1, 


оп, = 2311 ЧИ,, 


Длину хордь пп, л@гко вычислить, зная координаты точекь 
в (1.боз, 1,Созы, 1.Созу) 
п, (Со5/ +Абоз, Созы+АСозр, Созу+АСозу). 
причемъ прираценая АСоз), АСозы, АСозу соотвётетвують прира- 
ценю Дф параметра \, получающемуся при переход отъ М къ 


у, . 
Отсюда имземз: 


вы, = (6653)? + (бов? * (40559 


(АСоз^)* + (Абовш® + (вбов у)" 


аСозы @Созу| ? 
8. 4% $ 
| Е _ в 
= а, 


Уса» + (4бовы)® + (9бозу)* 


| 
: 


1 
Е 
а 
Е 
‚. 


р 


т 


№: <. 


Е ‘причемь т является дифференц1аломъ дуги годографа бинормалей; 


4 = (4боз\).? + (4бози)” + (4бозу)*, 


акъ какъ Соз», Созы, Созу суть координаты точки п годогра- 
фа бинормалей. << 


р Зампчан1е 1. Касательная къ годографу касательной въ тач- 
вши касательная къ годографу бинормали ‚въ точк& п 06% па- 
_ раллельны главной нормаля данной кривой ‘въ тозк% М. 
Дайствительно, пусть угль касательной къ годографу каса - 
_ тельной съ осями коорлянатъ будутъ оа., В,, у, (въ тачк® шп}; 
тогда 


9Со5а 
С и 
ОБ“, а 
ы : 9Соз8 
Сов. я -—--- 
а 95 
[8 
бозу, = Ро 
4с 


Сравнивая эти выражен1я съ выражен1ями (8) для СозЁ, Созп, 
Созй, имвемъ: ь 
Соз Е =. Соз.а, 


Соз п 


Соз В, 
Сов с = (о у,, 


4.е. касательная къ годографу касательной параллельна главной 
норыали кривой. 

Подобнымъ образомъ, пусть углы касательной къ годографу би- 
вормали съ осями координатт будуть а», В;, У» Въ точк8 п); 
логда 


ЧСоз^ 
Сов а, = — 

ых 
сов, = Ч 

4Созу 
Соз у, = о 


ялогда по. форм. (8'): 
Соз 5 = СовЕ 


- 287 - 


Соз В, = бот 


Созу, = Сов <, 


1.е. касательная къ годографу бинормалей параллельна главной 
вормали кривой. 


'Зампчанв 2. Косинусы угловъ главной нормали съ осями ко- 
ординатъ могутъ быть представлены въ вид® 


Чбоза ЧСозХ 
о д дес 
ты Е И 
ЧбозВ _ ЧСозы 
‚ боз я В, аа Ва Е 
ы ЧСбозу _ ЧСозу 
` Соз с = В, Е В, аи $ 


Эти вырахен1я выводятся непосредственно, если воспользо- 
ваться выражен1ями 
4 98 
в == 
а 45 Ю 
а формулами (8) и.(8') для угловъ главной вормали съ осями. 


Зампчанте 3. Отывтимъ формулу, вазную для дальнфйшаго: 


А.4СозЕ + В.аСозвп + С.4Созс’ = - + В* + С° ат. 


Доказавельство. Воспользуемся результатами $ 16, въ кота- 
ромъ мы имВли слфдующее состношен1е: 


Соз?а + Соз®Е +`Соз®) = 1. 
Дифферениируя это равенство, получимъ 
Соза.4Соза + СозЁ.АСозЕ + СозХ.аСоз = 0, 
во въ $ 16 (форм. (8) и (8') } мы нызли 
9Соза 4Соз» 


СозЕ = = 


до @.' 
поэтому 


—- = - Соза.40 — Совл.@т. 


орон ЗЕЛЬЕ! 


= 2вв - 


Подобнья же выражен1я найдемъ для 4Созп и 9С05&, такъ о 


_ что 
@бозЕ = - Соза.4о - Сбоз.. ат | А 


4бозп = - 038.40 - Созр.ат | В 
9Соз% = - Созу.ав - Созу.4т | С, 


ч Умноживъ эти равенства соотвётственно на А, В, С`и сло- 
. живъ ихъ почленно, получимъ: 

Г ^ &.бозЕ + В.абовл + С.абозЕ = 

3 = - 90(А.Сова + В.СозВ + С.Созу) - 4т(А.СозА+В,Созы+ССозу) . 
| „Въ силу формуль въ конц $ 15 (слвдств1е) ‘имфемъ 

3 А.боза + В.Со5В + С.Созу = 

Е = ув. (СозХ .боза + Созн.СозВ + Сову,Созу) = 0 

х „вслёдств1е перпендикулярнссти бинормали и касательной; далфе 

— 4.Соз: + В.Совы + б.Сбозу = де В? + С? (боз2л + 


Е + Соз?и + Соз?у) = 7” + В? + С, 
- Такъ какъ 


Соз*\ + Соз?и + Соз?у = 1 


(см, формулы въ $ 16). 
Итакъ 


А.4бозЕ + В.4бозп + С.вбовб = - 4" + 82 + 0? ат. 


| Теорема 2. Для вычислен1я рад1усовъ 1-сй и 8-ой кривизны 
служатъ формулы 


45° 


= 


А + В* + 62 


В, = и 


А.4°х + В.@9у + С.4°= 


ОХ 
Доказательство 1°. Въ зеорвы& 1$ 17 мы вашли слзлующее вы- 
рахжен1е рад1уса 1-ой кривизны мкс 


ГД 


но въ $ 16 мь имёли 
4боза = 4$ “(В.ав - С.ау) 
9СозВ 


43 *(С.ах - А.а2) 


Абозу = 43 “(А.ду - В.ах), 
сльдовательно у 


4о* = аз" [(ва» — бу) * + (СЧх - Ааз)* + (Аду - вах)']. 
й Это выражен1е мозно преобразовать въ сл5дующее: 
ад? = 45 “(47+ В+ С") (ах? + ду" + 42?) (дахл Вау.+ С42) 2] 
на основан1и тождества Эйлера 
(2°.+ 6*.* с*) (аз + 5: + с1) - (аа,+ 66,4 сс)? = 
= (25, — 2.6) * + (5, - 66,)* + (са, - 8с,)* 2. 
Из услов1я перпендикулярчости касательной Т кт бинорма- 
ли В слёдуетф (сы. $ 15): 
дах + Вау + 45 = 0; 
`вром$ того изъ $ 13 извёстно 


дх*.+ ду" + 92° = 43’, 
Савдовательно 5 
40" = 98 (4+8 + С*) 45°; . 
очсюда 


2°. Вь$ 16 форм. (8) мы им&ли: 


"ИНСЖАЯ МАТВИАТНКА". Проу, А. А, АДАМОВЪ. Яисяъ 19. 


2 ^ а? 
. 9. = 973 г: 
сбит = И НЕ 


45°; @в 


_ отсюда 


Соз Е.40.45*° = 43.4*х- 4х;4?5. 


Дифференцируя это равенство, получим»: 
ЧСозЕ. 40.45? + СозЕ.9(40.95°) = 43.4°х.+ 4*5.а°х -_ 
— 42.423 - ах.4*3 ^= 83.4% - ах. о 
Подобнымъ же образомъ можемъ написать, с 


`@бози.40.43° + Созп.4(40.43°) = 43.439 - 4у.9°3 


рак." 


9С035.40.43? + Соз5,9(40.43*)°= 93.4% - @2.4°3. 


ь . + г 
Умножаз эти три равенства соотвётственно на А, В, Си 
складывая почленно, получимъ 


40.45*(А.ЧСозЕ + В.4Созл + С.ЯСозЕ) + 4(40.45*)(А„СозЕ. + 
'+ В.Созп + С.СозЕ) = а3(4.4°х + В.а?у + С.4°2) - “ 
— а°5(Аах + Вау + Саз). 


Но мы знаемъ, что (зам. 3) ;=. 7% 


8.4СозЕ + В.аСозп + С.9Созё 4+8" 6*. 


А.СозЕ + В,Созп’ + С.Совё: = р 
Е _* Созр.Созп + Созу.СозЕ) =0 (см. $18), ы 
Аах + Вау + 04а = 0 (ом. $15). = 
Итакъ имфемт 
- д.3". Еве Са =-а5(А.а*хя В.а?у+ 63°). . (+). 


Въ силу соотношен1я Е = 


низеиъ 


= 291 - 


857.40 = 4+ В?.+ 6*_, 
„такъ что посльднее равенстве (+) можно переписать въ Вид 
— @т(4* + В* + С*) = а5(А.а°х + В.а%у + С.4°2). 


Отсюда на основан1и теоремы 1$ 17 имфемъ 


98 _ Ия" 6° 
4 А.4°х + В.99у + 0.4" 
и сл%довательно . 
д + В? № ы 
В = ея 


А°х + Ва®у + 64° 


Слъдств1е. Необходимое и достаточное услов:е того, чтобы 
данная кривая была плоская, заключается въ выполнен1и равен- 
ства 

ах Зу 42 


а*х 4?у 4"2 «70 
9°х 4°у 4 
для каждой точки данной кривой. 


Доказваельство. Вторая кривизна характеризуетъь уклонен1е 
кривой отъ плоской форымв. Поэтому, если данная кривая мы. 
_ то „вторая кривизна равна 0, т.е. 

. да*х + Вазу + С4*2 


а: оч 


Отсюда слфдуетъ 
5а°х + ВаЗу + С4°в=0. 


Е Присоединяя сюда уравнен1я $15, получимъ систему 3 уравве- 
_ вай относительно А, В, С: 


Аах + Вду + 092 =0 
да*х + Ва?у + С42 =0 
= : } Ааэх + РаЗу + 64°2=0. 


Цо извёстной теорем теор1и опредёлителей, исключая буквы 
3, ВиС изъ этой системы, находим равенство нулю опредлите- 


$ 13. 


Примпры. 


1’, Найти выражен1е для косинуссвь углавъ касательной, глав- 
_ вой нормали и бинормали, и радфусы 1-ой и 2-ой кривизны въ ка-_ 
. злой ТОчк& Винтовой лин1и: 


х= а.Соз № 
у=а. 510 % 
з=кК.% 
„Выпишемь скачала обм1я формулы. 
Для косинусовъ касательной имфемъ вкражен1я: 


ах Зу 92 
Сова ;- ЕН Ва 


98 = 


, В = 42.42х - ах.а?2 ; 


С = ах.а?у - ау.а*х . 
Для главной нормали: . 


Соз Е 


и 


и 


Соз п 


`. 


и 


Соз с 


Гд® 


Р = Аду - Вах. 


Для рад1усовъ 1-ой и 2-ой кривизны воспользуемся ввражен1- 
ями 


ее | 


Ах + ВаЗу ‘+ С4® а 


Замфтимь зд®сь, что найдя косинусы вовхъ угловъ мы можемъ к 
убёдиться, что 12 уравнен1й въ $ 16 между 9-ью косинусами уг- 
дОВЪ ВБПОЛНЯЮТСЯ. р : 
Обращаемся къ вычислен1ю искомыхъ величинъ; изъ уравненая 
данной кривой находимъ: 


4х = -`а,31а %.4% ; ду а.Соз +.4% ; 42 = К.а6 у 
4*х = - а.Сов %.44°; 4*у=- а, 540 6.4%°; 4’2=0; 


4°х = а. .44°; @2у = - а,Соз %.44*; 42=0, 


р 


Отсюда, пользуясь написаниыми выше выражен1ямя, находим»: 5 


| 5 - гы 


„ < и 


к ь ЕЕ а,Со5 *. 
о о, 


О: у="* =* 


+ а.к.З1а $.44° 


> 
в 


В = -а.К.Сов %.9%5° 


в = ва; я 


м= -ак”. Сов &.9%“ - а°,Соз %.44* = - а,Соз %.4%*(а*,+ К?) 
№ = -а°510 6.45“ - ак?.510 %.44“ = - а.54а %,45“(а* + К*). 


Р = аК.511 %.С0з %.41* = а?к.З1п 6.008 %.44* = 0, 


= а(а“ + К*) .4%* 


Сов Е = - (ов 


Созх = 0, 


Изъ посл®днихь формуль слздуеть, что главная нормаль перв- 
сВкаетъ ось цилиндра подЪ прямниъ угломъ.Это доказьвается сл%- 
. дующимъ образомъ. Уравнен1е нормали въ точк® М(ж,у,2) будезт: 


{ - а.С08% аа ИЕ 


2-к№=0, 


т.е. главная нормаль лежитъ въ плоскости ||-ой основанйю оци- 


линдра = 
ЕЕ 1: 


и 2), что а Ване . 
г Х У 
мы ——-- + 
г - Соз% у - = На х 


ИЛИ 


Е, а 


т.е. главная нормаль лехитъ въ плоскости, проходящей чрезъ ось 
2-овъ или ось цилиндра; изъ совокупности услов1й (1) и (2) слё- 
дуетъ, что главная нормаль пересёкаеть ось цилиндра подъ пря- 
мымъ угломъ. 

Радфусы 1-ой и 2-ой кривизны будутъ: 


®7 
(а+к?) 218 и и. к? 
тн — 
а( а? 4 к?) 2913 
в: 2*(а°.+ К*) 94° я К. 
с аек. 41° а : 


Итакъ касательная и бинорыаль винтовой лин1и пересёкають 
образующую цилиндра подъ постоянным» углом (такъ какъ Соб у и 
Соз ^ постоянны). Рад1усы кривизны постоянны. Главная ворнадь 
пересфкаежъ ось цилиндра подъ прямымъ угломъ (слёфдовательно и 
къ образующей наклонена подъ прямвмъ углом). 

2°. Найти т же величины для кривой 


* —^ у + 24° = 2 
х* - 3+5 = 3 


въ точкв (1, 1, 1). 
Примемь х за независимую перемённую. Тогда найдемъ 


ду 9% 
я ао Вы ее 
а" 4“ 
А ет о а я 
х х 
з Е 
а Фу к ре: 
ах 4х* 


4х = ‘поси,; ° 4*х= 0; @°х=0, 
Дифференцируя предложениья уравнентя, получимъ 
== х- уу' + 220 =0 


ай Й 
2х = Зу' +5 = 0. 


Яиффоронпируя по х уравненя (+), получимь: 
1-у'* - уу" + 2212 + дав" = 0; . 
. р И 
2- Зуи + 52" = 0; ° 3 
данной точк8 (1, 1, 1) имбемъ: 
Ну" + 22-2 


- Зу" + 52" = -2, 


ВЕ 
2" =-4., 


Дифференцируя теперь уравнен4я (**) по’х, найдемъ: 


&, 2у'у" эх у'у" - у.у"' + аа" + 2" + 2" = 0 
— Зу"! + 52"' = о; г 


_ въ Данной точкв имземъ: 
-—у"'.+ 22"! = 18 - 24 = -6 


= Зу"!" + 52"! 


МУ. 3:1. -1 
Со А а не 
зв 43 8' Е 
42 2' 1 
Во у = = = < =: 
арт = 
Составимъ выражея!я: | 
з с 
о аут" у 2; == 4 —= ут=- 6 
4х" тая ах? ’ 
находимъ 
Сов х = В. = = ; 


м В с 
— = — м - 4, у з-4-6=+- 19; 
&х* ах 4х 
№ ; 
м аб са = ба 
4х* ах ах | 
= А 
р киа. Ма 1 
4х“ ах 9х 


отсюда 


легко провфряемъ (согл. формул. въ $16), что сумыа квадратовъ | 
сель каждой горизонтальной и каждой вертикальной строки = 1, Е 
сумма произведен1й сооте®тственныхь членовъ 2 горизонт. или — 

_ вертикальныхъ строкъ равна нулю, наприм%ръ ы 


т Уд О вл 
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_ Аналитическое изображенфе повефхностей. Касательная 


ачовкость и нофмаль къ поверхности. 


х = (и, ` у) 
у = %(ы, у) 
2 =-ы(и, 4), 


если во 2-оымьъ случаз молно исключить буквы и и У, то по ис- 
ключен1и ихъ придемъ къ. уравнен1ю 1) 


Ся, у, в) = 0. 
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Наприм8р$: дана. система 


х = В:511 и.Соз у 
У = В.511 и.б1а у 
2 = В.Соза . 


Исключая и и у саёдующимь образомъ 
2+ у" = БебЗайа, 2* = В*Созц, 
х? + у? + 2? з #®, 


получаемъ уравнен1е поверхности шара радзуса К = 0М (см. чер- 
тежъ 124). 

Здёсь урголъ у = долгот 
относительно пл. 07; Гы 
дополнен1е до широты. 

Для дальнфйшаго полезно 
отывтить, какъ выражаются част- 
нвЯ производныя 


_ 92 _ 92 
9х Я? 


если уравнен1е поверхности за- 
дано въ вид 


ха (и, у) 
„Черт. 124. узщ(и, у) 
2 = ц(и, У). 
Иыземъ 
Эы Эщ 
= — . + —.а4 
48 - Зи ы Эу т 
9$ 3$ 
р. Же: 
Чх = 5 ди 3 Чу 
эу зу 
—. + = . ах. 
4у = ге Чи 5 У 


| Умнохая ати уравнен:я на 1, -р, - 9, сложимь. Тогда на- 
2%во будезтъ 
92 - рах - 94у = 0, 


_к& М называется геометрическое ы&сто касательныхь прямыхъ въ _ 
4098 М ко всфмъ лин1ямъ, которыя могутъ быть ‘проведень по 
поверхности черезъ точку М (сы. черт. 125). 


Черт.125. 


Теорвха. Уравнен1е касательной плоскости къ поверхиости 


Фора) 20: 


имветъ вадъ: д з . х : ; 
РЗ (Ех) + (угу + (РЭ, = 0. 
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Пусть Е(х,у,2) = О - уравнен1е поверхности. Всякую лин1ю 
на этой поверхности можно представить такъ 


Е(х, у, #)=0 


Ф(х, у, 2) =0, 


гдв Ф м8няется при переход8 отъ одной лин1и къ другой. 
Уравнен1е касательной прямой въ .точк% М къ этой лии!и бу- 
деть (сы. $ 14 замёч. 1): 


Оехуях + ОРУ + (а, =0 


(еже * (уу + (2-09, = 0. 


/Такимъ образомъ, какова бы ни была функп1я $(х,у,.2), вся- 
кая касательная лежитъ въ плоскости, изображаемой первымъ урав- 
вен1емь систвин. Такимъ образомъ геометрическое мёсто касатель- 
ВБХЪ В% тОЧКВ М къ кривымъ, проведеннымъ по поверхности, бу- 
деть ;) г к , з . 

(4-х) Ех + (У, + (2-2), = 0. 

По опредфлен1ю это и есть касательная плоскость къ поверх- 

ности въ точкё \х, у, 2). 


Примъьъ. Для поверхности 
х? + 2у* + 32° = 6 
найти касательную плоскость въ точкё (1, 1,1). 
Составимь частныя производныя: 
, 


1х = 2х; в = 4у; г = 62; 
‚въ данной точк»: п 
и. 6, 
Слёловательно, уравненле касательной плоскости въ точкё 
(1, 1, 1) будеть: 
02+ (1-14 + (16-0, 
(1-1). + (1-08 + (2-103=0 


или 5 5. ы 
Х + 21 + 32 =: 6. 


Залпчане 1. Если 8% данной точк® со% 3 частния производ- 


то опредфленной касательной плоскости въ этой точк8 не суще- 
ствуеть, и такая точка называется особенной точкой поверхно- 
сти; такова вершина конуса р 


2 у? 27 


+= 0, 


Н АВЕ: 


для котораго въ точкз (0, 0, 0) имфемз: 


О 

а | в 

Замъчанв 2. Всли въ уравнен1и поверхности Е(х,у,2) = о 
считать 2 функцей отъ 2-хъ перемённыхъ независимыхь хиу, — 
то вводя обозначен1я - 

к 92 92 


Е т 


эх ву 


°—  имФемъ съ одной стороны 
42 = рах + 985; 


съ другой же сторонь, приравнивая О полный дифференизаль функ- 
_ щи #(х,у,2) = 0, получимъ 


` Ех.ах + Гу.ду + 6.48 =.0, 

_ откуда 

, , 
Е # 

42 = - -Х ах - - ау 

г | 


® 


Сравнивая два вырахжен1я дифференцгала `42, имбемъ; 


. р ' 
Раздфливъ теперь уравнен1е касательной плоскости на #,., 
дадимъ ему новую ‚Форму:. 
що + (Руа ела: 


Опредьленае. Нормалью въ точк® М поверхности называется 


прямая, проведенная черезъ М -!1_‘но къ касательной › дости: 
въ этой точк®. й 
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Яворема. Уравненфе нормали въ точк8 М(х,у, 2) имзеть видъ: 


Я-у 


х 


если уравнензе поверхности будеть #(х,у,2) = 0. 


Доказательство. Уравнен1е всякой прямой, проходящей черезъ 
‚точку М будетъ: 
сх - У Я в 
5 п РА 


-а уравнен1е касательной плоскости: 
СЕжех + СНуу + Езаь = 0. 


Такъ какъ услов1е перпендикулярности прямой къ плоскости 
будетъ 


ны +: 


то стсюда, замфняя числа 1, ш, п величинами, имъ пропорцо- 
нальными, найдемъ уравнен1е нормали 


Замьчан1е 1. Косинусь угловъ нормали къ поверхности съ ося- 
ми координатъ имфютъ слёдующ1я выражен!я: 


Розе ксе Сова: й) -= 


причемъ нормаль, опредфляемая предьдущими формулами со знаком 
+ при корнф квадратномъ, направлена въ ту сторону поверхности 


›у,2) = 0, гдЪ значен1я лёвой части уравнен1я Е(х,у,2) >+0. 2 
‚ Напримрь, нормаль къ поверхности шара вь указанномъ рред- 

‚положен1и будетъ направлена въ сторону выпуклости, такъ какъ, 
ли . 


(ку, в) = к’ + у + 2" в =0 


есть уравнен1е псверхности шара, то для точекъ М’ вн этой 
поверхности 


п 
л Е(х,у,2) > 0, ГР: 
д" ‚а для точекъ Ш" внутри ея (см. 
черт. 126) : 
ь (ху, а) < 0. 5 


Доказательство. Мы уже зна- 
емъ, что, если прямая задана. 
уравнкен1емъ 


Черт. 126. 


Со (в, х 


Сов (В, У 


Соз (В, 2) 


7 4 0+ 0? 
Подставляя сюда выёсто 1, п и п соотвётственно выраже- 


‘изъ уравнен!я нормали, получимъ выражен1я для косинусавъ нор- 
_мали съ осями, написаннныя выше. Чтобы оправдать замёчан1е от- 
носительно направлен1я нормали, полохимъ, что мы имфемъ нор- 
_ маль. къ нёкоторой поверхности, опредзляемой уравненаемъ 


ху») =0,. 


о ад до о афйй а 


льды д нь и 


У 
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въ тачк8 съ координатами х, 
Ра -у и 2 (сы. черт.127), при- 
чемъ нормаль опредёляется пре- 
р. 7-4 (9) двдущими формулами со знакомь 
Им уу + при корнё. Взявъ на этой 
нормали тачку М’ съ коорди- 
натами 


и 


х=х+ 4х 


и 


у: 29+ м 


Черт. 127. 


21 28+ 42, 
будемъ имъть: 


4х = е.Соз (№, = 


и 


ду в.Соз (№, 1) = Е 


2 е.Соз (№, 2) = е, 


гд8 Е означаеть длину отрёзка ММ,. 
Докажемъ, что Ё(х,,у:,2,) > 0. Для этого разложимь въ рядъ 
эту функо2ю. Имфемъ: 


Е(х., У, 2,) = Е(х+Ах, у+Ау, 2+2) = 1х; у, в) + 


= 
+ (дк. (х* Ву. Ру+ а.) +В, =.* уе +, + 
ее; ' 

при достаточно малонъ = очевидно выходить {(х., уз, 2.) > 0. 


Занпчанде 2. Полагая 


Ге 385 
®Ф 3х р; ЗУ 9, 


можно уравнен1е.нормали къ поверхности представить въ вид® 


авы ат ааа 


_ "ВЫСШАЯ ЖАТВИАТИКА", Проф. А. 4, АДАМОВЪ. Лислъ 20, 


_ бов (8, ® 
Соз (к, т) 


Соз (М, 


„Въ самомъ дл мБ видфли выше, что 


у Раздфливъ знаменатели ‘въ уравнен1 я абрмали 


%-х то к 
г т и заре ви 
2 2А а 
а +, и вводя ввражензя р и 9, получимъ 
гра =. — — ^ . > м, = . “ 
.. {-х _ 1-Уу 2-2 . 
-р -а 1 


заключен1е этого $-а разберемъ яЪсколько прим®ровъ. а 
\-> 


Примифъ 1. Къ поверхностя 


х* + 27° + 32° =86 


Х+1+8. =-0. 


Зд8сь С й ' Е 
Ех = 2х, Е =4у, Ен = 62; 


(Еюк + (9-5) 2у+ (-5)32 20 а 
Зе у Зо наи +: 
хр Ав, С: 


вх 


_.Я) параллельностью прямой и плоскости: 
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4 Чтобы эта плоскость была параллельна данной плоскости 
Х+{+2=0, должно быть 


я ы 
ее Ее 
Отсюда 
Х=А, у МА, = Ма; 


подставляя эти значен1я въ уравнен1е поверхности, находимь 


Х8 (1 + 3.) = 6, 11° = 36, л=4_9., 
у у у 
и координать точекъ касан1я: 
3 
Е АНЯ 
+ чу 
Уравнен1я касательньхь плоскостей будутз: 
отл ЗИ. 
Примпръ 2. Къ поверхности 
ам 
провести касательньыя плоскости черезъ прямую х 
аж 2+8 
т ы 
Здёсь` 
Е = 2. = 0, 


= 4х, 523, 4: = 1, 
уравнен1е касательной плоскости , 


(№-х)4х + .(1-у)2у + (72-2).-1 = 0 
или : 


ь 4х. + 21-й = 1, 


Услов1я прохожденфя этой плоскости черезъ прямую Выражают- 
ся: 1) прохожденаемъ. плоскости черезъ точку (0,1, 2) прямой: 


2у+2=а 


у ВЕ 894: вы жи г: 


= 2у+2= 4+2 = 257 + 4х", 
- 4%-2=0, ее 


о Итавъ 
х=1, - \.; у = 8, - 
Касательныхь плоскостей дв: 
44 +41-2 


4+4 +32 


Примтръ 3. На поверхности 


йти менты, во всёхь точкахъ которой нормали къ позерхноств 
_ параллельны плоскости 


Пе. ват 
Уравнен1е нормали къ данной поверхности будетъ 


а 


= —-- = 


У/ь? 
изъ условая ||-вости ея съ плоскостью слдуеть 


18,89, 02 =. 0. 
66а 


о Искомая кривая есть эллипсъ, опредёляемый уравнен1ями — 
О 


2 > 2 
м: 282: 


м. 


> 


лы 
2 ь? 2 


а с 


Примпръ 4. Найти общее чёсто основан1й перпёндикуляровт, 
_ опущенныхь изъ начала координатъ па вс касательныя плоскости 27 
къ эллипсоиду ` ` 


2 Г 2 
И ВЫ ира ыЗСО 
оке 


_ (подэрвая поверхность) . 
} Уравнен1е касательной плоскости 


к — 


г; о 
/а? 5? Ис? у 
Точка пересёченая ихъ, т.е. основан1е перпендикуляра, оп- — 
_ редзляется уравнен1ями (2) и (3); исключая х, у; 2 изъ этихь 
‚уравнен1й и изъ (1), получимъ зависимость между Х, 1, 2 ко- 


торая представляеть уравнея1е подэрной поверхности. 1 
Изъ (3) имземъ з 
у т У и 
о ОЕ : 
ее У’ 5 
_ откуда с С = 
Эа х 2 ЧЕ 8 _ 2 
2 Аз ь? АВ ^ 


„Внося въ уравнен1е (2), находимъ 
м уе 9+. 
или 
и Ее 


$ 20. * 
Дилиндричвекая поверхности. 


Опредъленае. Пилиндрическою поверхностью называется общее 
ивсто прямыхъ (образующихь), ||'ныхъ данному направлен1ю и пе= 
ресфкающихъ данную кривую (направляющую). не. 


Задача. Составить уравнен!е цилиндрической поверхности по 
данному направлен1ю образующей (1,т,п) и по данному уравне- 
н1ю направляющей: 

. 0 


ыы 


Е(х, у, 2) 


и 


ф(х, у, 2) 


Черт. 178. 


Проведемъ черезъ точку М(х,у, 2) (черт. 128), лежащую на. 
направляющей, прямую ||'ую заданному направлен1ю. Уравнен1е _ 
этой прямой (образующей) будетъ 
х Я-у 

Г 


Искаючая буквы +, у, 2 изъ 4-хъ уравненай (1) и (2), по- 
лучимъ. уразнен1е искомой пилиндрической поверхности: 
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Р(Х.-1,:8):=0, 
Прихпфъ. Положимъ, что направляющ!й лин1ей булетъ эллинсь 
2 2 
ЗЕ 
ь 


2 2 
а 


= =0 


й 


& образующ1я параллельны направлензю (1,1, п). 
Тогда уравнен1е образующей будеть 


Исключая буквы х, у, 2 изъ отихъ уравнен1й,  получимъ въ 
силу уравнен1я 2= 0: 


1-1) Т-у: 8 
пере к 3 
откуда 
В. . ШИ, 
1 в’ 3 * Г] й 


подобнымъ же образомъ найдемъ 


27 - 12 
уе, 


В 


и слЗдовательно уравнен1е искомой пилиндрической поверхности 
будетъ $ 


"1. [2]. х в. 


Замъчане. Если образующ1я параллельны оси 7'овъ, то 


1=0, п=0, в=1, 


| и олбдовательно для нахождензя цилиндрической поверхвости пря- | 
дется исключать х, у и = изъ уравнен1й 
Е(х, у, 2) =0 ы 
г: 
Ф(х, у, 2) =0 


Хх -=х 


©, просто искаючить 2 изЪ уравнен1й 


. —| &, 1, в. =0 
+(Х, 1, 2) =0. = 


Такимъ образомъ для нахожден1я ‚цилиндрической поверхности, 
роектирующей данную кривую на плоскость и, „вужно исключить 
.изъ уравнев1й этой кривой. 


НапримЪръ, если кривая задана уравкен! ями 
Е* +"у* = в 


х+у- 8 ь.1, 


5) ее „циликдра, проектирующаго ее на плоскость т, Е 
_ деть 
/ атлета. 


3 Полученная кривая 4-го порядка есть слёдъ цилиндра на вло- 
_ скости 5. 


Е: Теорема. Касательная плоскость въ каждой точк® цилиндриче- 
ской поверхности содерхитъ образующую, проходящую черезз эту 
_ точку. : 78 


Докагательство. Съ геометрической стороны эта теорема оче-› 
видна изъ самаго опредзлен1я касательной плоскости, стакъ какъ. 
эта послёдняя содержитт всф касательныя прямвя, проведенныя .вЪ 
тачк8 в а въ числ® этихъ касательныхь будетъ и образующая ши- 
линдра (касат. сама по себё). До- ; 
кажемъ зё аналитически. Положимъ, 
‚что мы имёемъ точку М(х,у,=) ва 
„дилиидрической поверхности (см. 
черт. 129). Если намъ известно на- 
правлен1е сбразующей (1,0), 10 
уравнен1е образующей напишется въ. 
вид®. - : 


Черт. 129. ов а 


придадимъ этому уравнен1ю другую форму: 
Е 73 


# + Е 
С ее 


м Во а) 
в а 
или на 
Хз о У = БВ, 


гд8 в и ЬБ постоянныя числа, зависящ1я отъ направлен1я 06- 


‚разующей; « и В :- перем%нныя величины, зависящзя отъ ви- 


да направляющей. Теперь мы имёемъ уравнен1е образующей 
_ 


1 = айда 


5 = 52 +В 
и уравнен1е направляющей 
2(х, у, в). =0 
кои а Е 
Ф(х, у, 2). =0 
Изъ услов1я, что каждая образующая пересфкаеть направляю- 
щую, получаемъ 
х = а2+а4а 


и 


у = 62 + В 


Исключая изъ уравнен1я (1) и (2) буквы х, у, 8, найдемъ 
зависимость между о и В 


(а, В) =0, гдь а=Х- ай; в=1-0, 
т.е. зависимость ; 


$(1- 22, 1-57) = 0. 


Это есзь общее конечное уравнен:е цилиндряческой поверхно- 
сти съ образующими, ||-ми напрая- 
лензю (а, ь, 1) (ем. черт. 130). 
Зд5сь $ означаеть произвольную 
функцию, наприм8ръ: 

(1-2)" + 1-5 =, 

({- 28) (1-51) =1 ич.д. 
суть частные случаи уравнен1я 

` (К а, 1- 52) Е о. 


„Введя обозначен1я 


и 
=. 
“ 


х - аз ь 
у- 92=у, 
подучимъ; ь 
Ф(и, у) =0; “” 


взявъ частныя производныя оть Ф(а,у) =0 по х ишо у, па- 
лучимь: 

' 92 ' 92 ; 

Ф 1- а-— +@Ф |- 5 -— = 0 

ь [ я а м [ : 


381 з 
СЕВ о 


откуда находимъ: 


написавъ, что произведен1е крайнихъ = произведенн1ю среднихт, 
лучимт: 


Е 92 ь 92 Е. 92 Г э 
Эх зу Эх °3у Эх °ду 
или 
- д 
Е 
9х зу . 


: Итакъ для всёхь цилиндрическихь поверхностей съ образующи- 
ми, || (&,0,1),. въполнено сл%дующее дифферени1альное уравне ^ 
н1е въ частныхъь производныхь 


„Вьяснимъ его геометрическое значен1е. 
‚Въ $ 19 мы нашли, что уравнен1е касательной плоскости въ 
лочкВ (х, у, 2) имбетъь видз; 


92 Е 92 Е 
=): =. (= 20. 
(2-х) з + (у зу (==) 


Козффицаенты въ уравнен1и касательной плоскости суть: 


- 315 - 


92 392 д 
3х й ЗУ „ ? 


коэффиц1енты въ уравнен1и образузцей :- са, В, 1; поэтому урав- 
нен1е 


представляетъ собою услов1е ||'сти касательной плоскости и об- 
разующей, т.е., такъ какъ касательная плоскость имфетъ съ 06- 
разующей одну общую точку - точку касан!я, оно показываетъ, что 
касательная плоскость къ цилиндрической поверхности содержитъ 
образующую, проходящую черезъ ‘точку касан1я. 


Описанный цилиндр». 


Опредьлензе. Цилиндромъ, описаннымъ около данной поверхно- 
сти, вазьвается такой цилиндръ, который въ каждой общей съ по.- 
верхностью точк8 имзетъ и общую касательную плоскость. 


Задача. Найти уравнев1е цилиндра съ образующими, ||'ми на- 

правлен1ю (1,1,п), описаннаго около поверхности $(х, у, =) =0 
(см. черт. 191). 

Для всякой точки М, на лини при- 


до АВ 
косновен1я, касательна.. плоскость бу-_ 
детъ общею для данной поверхности и _ 
для цилиндре, и слфдовательно, эта ка- 

1 сательвая плоскость. содерхитъ (на ос- 


нован1н предыдущей теоремы) образую- 
щую цилиндра. 

„Выразимъ услов1е, что касатель- 
ная плоскость къ поверхности 


Черт. 131. Ею + (1-у)а, + (2-28, = 0 
параллельна образующей; это услов1е будетъ 
195 + 9, + 06, = 0. 


Тогда система: 
$(х, у, 2) = 0 


, . ; ар 
18} г ша зао = о. 


е цилиндра по данному направлен: ю образующей (1, в, _в) я 
ной направляющей ня ‘такимъ Е ыы Е къ а 


у нь искомаго цилиндра найдется исключен1емъ х, у Г 
изЪ системы 


$(х, 9, 2): 
Ю ‘ 
1%; + #Ф, + 


Примпъ. Найти уравнен1е цилиндра съ образующими, ||' ными 
‚ №, п), описаннаго около эллипсоида 


х? у 2? 


5: Е ЗЕ 
ав: 9% 


Уравнен1е лин1и прикосновен1я будетъ 


Ш =0, 
а в 
} Уравнен1е искомаго цилиндра получим» исключенаемъь х, у, 2 
° изъ системы — 


О ее 


+ += 1 
СЫ 
1х + м +—= = 0 
Ева г. 
; - аи = 9-2 


НФ Ь 


ео 


Исключен1е х, у, 2 производимъ слёдующимь образом: ум- 


ножая въ посдёднемь равенств® члены первой ‘дроби на ‘/а”, 
второй на “/Б® и третьей на’ ус? , выъемъ: 


уе САРУ Тс: ЗМ 


въ силу 8-го уравнен1я системы. 
Далфе ямвемъ; 
Х-х= №; х = ть 


Подставляя эти значен:я х, у, 2 въ первое уравнен1е си- 
стемв, получимз: : : 


| ы 2 > г 72 72 92 2 
а 
28: 5252 т а? 
} 2 У У 2 72 72 
= [4.5.3] Пе 
Ь2 | -} а” 52 с2 а? 5? с? 
+ ЛХ ео ву а) ] 
ЛИ Ва аа 


или окончательно; 


хм 

72 2 72 _ъ $ -з т 

| И РН ВВ | 
ее ЕО» 

| а* ь* с° 

| 


з $ 21: 
Коничесиая поверхности. 


Опредълен1е. Коническою поверхностью назьвается геометри- 
_ ческое мёсто прямыхь, которня проходятъ черезъ данную ‘точку 
_ (вершину конуса) и перес®кають данную кривую (направляющую) 
— (см. черт. 138). 
Задача. Составить уравнен!е конической поверхности по дан- 
ной вершинё $(х., Уо, %) и данному уравнен1ю направляющей: 
&(х, у, 8). = 0 


орех: о паче 
Ф(х, у, в). = 0 


Зи) 


Черт. 132. Черт. 133. 


Написавъ уравнен1е образующей конуса 
ме, У ЗН ЕЕ 


й исключивъ х, у, 2 изъ уравненай (1) и (2), получимъь урав- 
нен1е искомой конической поверхности 
Р(Х, 1, 1) =0. 


ПЛримпръ. По данной верщин® _ (0,0, се) и уравнен1ю направля- 
ющей 


* 


у* = 2рх 

с ие а ЛЕВ) 

=0 

составиль уравнен1е конической поверхности (сы. черт. 133). 
Составимъ уравнен1е образующей; имЗемъ 


ь. т #-с 
о, 


Исключаемъ теперь х, у, = изъ уравненай (1) и (2).Въ си- 
лу услов1я 2=О уравнен1е (2) можно ваписать въ вид® 


отсюда находимъ 
— сх - с 


Е ОН Е 


2-с 


Подставляя эти значен1я х и у в уравнен1е у” = 2рх, 
получимт: 


иди с!’ + 2рх(2-с) = 0. 


Теорема. Касательная плоскость 8 каждой точк® конической 
поверхности проходить черезъ вершину конуса. 

Геометрически зта теорема очевидна изъ самаго опред®лензя 
касательной плоскости (см. разсужден!е, относящееся къ предБ- 
дущей теорем%). Приведемъ аналитическое доказательство. 

Пусть 


о 


2 =. ска зе 
о 


Е(х, у, 2) 


и 


9(х, у, 2) 


уравнен1я направляющей. Написавъ уравнен1е образующей 


Х-ж \- У _ 2 - № 
х - ж у- у 2 - 2 * 
перепишемь егс въ вид = г 
ь Х- ж = @(2-%) 
Я -у = 8(2-), 


тд а и В суть перемвннья величинь, зависящ1я`Стъ вида на- 


правляющей. 
Услов1е, что всякая образующая пересзкаеть направляющую, 
выразится такЪ: 


х- № = 9(2-2,) 


те ВОВ 
У - 5%. = (2-4) 
Исключая изъ (1) и (2) уравненай буквы х, у, в, получаемь 
зависимость 


4(а, В) = 0, 


гдё Ф которая функц!я, опредфляемая только видомъ направля- 
ющей; но 


ТЕ 
р = №, 
2 - 3 


-- это общее конечное уравнен1е вс%хъ коническихъ поверхностей 
_ съ вершиною въ точкё (хо, Уо, 25); наприм% ре: 


ее ЗЕМ: 


х рые, 


есть уравнен1е конуса съ вершиною въ течкё (0,0,0) въ чемъ 
легко убждиться, представляя это уравнен1е въ видЁ 


„Вообще всякое однородное уравнея1е относительно Х, \, 8 
изобраяаетъ конусЪъ съ вершиною въ начал координатъ. 
Наприм*ръ 


х+у’-=` 3Зхуз; 


логда общее уравненйе коническихь поверхностей представится въ. 
вид 
Ф(и, у) =0. 


Возьмемтъ отъ атого выражен1я частную производную по Х; 

р [==- а] ра [- мы | 
2+ 20° (2-%)* ах (2-в.)* эх 

Частная производная во 5 будетъ равна 


, ИЕ ; 1 7- у, 921 

% | - -= + р 
(2-1) * 37 2-2 (2-5) 91 

Изъ атихь двухъ равенствъ витекаетъь, что коэффицценть при я 


Фи, &, должны быть пропоршональнь. Умноживь предварительно | 
ихь на (2-2.)*, пыфемъ 


и 
[2 


и 
© 


Освобождаяеьв сть знаменателей, уничтохивъ два ОДИНаКОВЬХЬ 

Е 

члена въ лЁвой и правой части к сокращая зат$ыъ уравненйе н 
(2-25), получим: 


= м В 37 
В - 10 - (1-90) -= - (Х-хко) -= = 0, 
1 Э7 эх 
или 


- 910 всть общее дифференц1альное уравнен1е съ частнвми произ 
водными, которому удовлетворяеть & какъ функц1Я оть р. и 1, 
взятая изъ уравнен1я любой конической ваверхности съ вершино! 
въ точкв (х,,Уо 2). Теперь уже легко будетъ доказать н 
теорему: Въ самомъ дЬль, ча касательной плоскости къ | 
верхности въоточкь Яя) будетъ 


а а = 
(Е) 4 = =. 5-1. 
з эу 


`ВИСЕАЯ ИЛТВИАТНКА". Ироф. 4, А-АДАШОВЗ. Листъ 21, 
, 


«ВР = # 


м 1 у зы Ж 
д яя сюда вы п, 5 косрдинать вершин кону 
ножая все уравнен{е на - 1, получаемв 


Е Е 7 Е 
О В 
эх э7 ы 


Это есть какъ разъ полученное выше общее дифф. уравненае 
вическихъ поверхностей, сл$довательно, оно вырахаеть, что тач- 

„8 аежитъ въ касательной плоскости къ поверхности, т.е. вся- 
я касательная плоскость проходить через точку $. 


Описанный конусъ. 


` Юпредплен1е. Конусомъ, описаннымъ около данной поверхности, 
_казывается такой конус$, котодвй въ каждой общей съ поверхна- 4 
стью точк& иыЗетъ и общую касательную плоскость. р 


Задаца. Найти уравнен1е конуса, описаннаго около данной по- 

_ верхности $(х,у,2) = О изъ точки З(хо,уо,2о) (ом. черт. 134). 
: Для вс%хъ точекъ лин1и прикосновен1я касательная плоскость 

ть выбСт& съ т%мъ касательная плоскость къ конусу и какъ та- 
_ковая (согласно предыдущей теоремё) проходить через точку 8. 

®  Уравненйе касательной плоскости въ точкё М будетъ { 


а Е 


(Ех) вх + (Буде, + (222), - 0. 


Факз какъ эта плоскость прохо- 
дитъ черезъ точку З(хо,Уо,%), ТО 
координаты Хо, Уо, 25 удовлетво- 


К ОфЕТЕТЫГ «сы 


Черт. 134. Черт. 135. ие 


21 & № 


ВЫ ь - з2з - 


ряютъ написанному уравнен1ю; слёловательно, имземъ: 


О О 
(хо-)Фх + (Уо-У)Фу + (2-8), =0. 
Линзя прикосновен1я опредфляется системою 


$(х, у, в) = 0 
НО ; . лье 
(хо-х)@х + (уУе-у)Фу + (25-2), = 0 } 


Поатому согласно рёшен1ю задачи въ начал атого $ча урав- 


нен1е искомаго списаннаго конуса получится ‘исключен1емъ х, у, 
2 изъ уравнен1й (1) и 


Х - ю Т-у 


— Хо У - У 2 - № 


о 


Лримзр»ъ. Найти уравнен1е конуса, имбющаго вершину въ точк® 
$(0, 0, - с) и„описаннаго около параболоида (см. черт. 135) 
м 


Найдемет сначала лин1ю прикосновен1я, Она опредёляется си- 


стемой: 
а \ 2 


р а 5, 
р 9 
23 2. 
(0-х) = + (0-у) 27 2(-е-в) =0 
р 9 
или 
2 2 
р ЕО : 
р 9 1 
2 2 
о . 
Р @а ) 
отсюда имбемъ: $ 
=, 


и потому система, опредфляющая лин1ю прикосновен} я, можеть быть 
написана въ видз: 


ючен1е изъ которой х, у, 2 ‘дастъ вамь уравненае искомаго 


Я 24 с 
гу Эа“ 
й 2сх 2% ь 
ы о 
А +с ь А +с я 


Подставляя найденнвз результаты вт. уравнен1е 1-ое, получимь 


2е#? 2с\* У ла (нс) 
=—=-=-- + = 1 или — + жж м4. 
р(2+с)* — 9(2с)* р 9 2с 
$ 22. ; 


Цоверхности ерацаная, 


Опре‘пленфе. Поверхность вращен1я ссть общее ыфото вс№хь 
оложен:й образующей 2Е:, которая вращается около оси АА, 
‚закъ, что каждая точка зя М опаснваетъ окружность,  имвющую 
шентрь. на АА, и лежащую в% 
плоскости, _|_ къ.АА,. Ту же = 
поверхность враден1я моно га 
разсматризать кавъ общее мё- — 
сто перем®нной окружности, ко- 
торая 1) ныветъ центръ на АА,,_ | 
2) лежите вт плоскости _|" ной 
къ ДА, и 3) пересфкаеть ВЕ. 
(см. черт. 136). 


тЭВБ 


Задача. Найти уравнен1е поверхнссти вращея1я по данкому 
уравнен1ю оси АА,: 


мч 


и по данному уравкен1ю образующей 5, 


#(х, у, 2) =0 | 
с НВ 
(хх, у, в. = 0 
Согласно опредфлен1ю искому"х поверхность вращензя можно = 
разсматривать, какъ общее мзсто перемвнной окружности, лежащей 
въ плоскости, _|'ной къ оси вращен1я, имжющей пентръ на этой | 
оси и проходящей черезъ точку образующей. Такую окружность мы 
получимъ въ пересёзен1и плоскости, _|'ной кт АА,, и проведен- 
ной черезъ точку М, и шера, инбощего пентръ въ точкё М, д6- 
жащей на оси АА,, и’радфусь М.М,. Эта окружность опредёля- 
ется системои: 
++ = © 
Ох)? + (\-уь) * + (2-5) = В, 
гдз @ и В перемвныые параметры, зависящ1е отъ вида образу- 
ющей &8,. Чтобы найти ч и В, воспользуемся условаемъ, что 


окружность проходить черезъ точку М(х, у, 2). Тогда будемъ. 
ИМВТЬ я 


1х + шу + 02 =“ 
$ ь ь вла 
(иже) "+ (у-Уо)* + (2-2) ° = В 


Исключая буквь х, у, 2 изъ урэвненай (1) и (2), мы полу- 
зимъ зависимость между перенфиннми а и В: 


В = Ра); 
вводя сюда выражен1я а и В черезъ координаты точекъ поверх- 


з ности вращеня Х, У; у} находимъ слёдуюцее уравненуе: 


о в 9.) а = 5% и7.+ 07) 


- это есть общее уравнен1е всвхъ поверхностей вращен1я, у ко- 
торихъ ось р р : 
а а | 


4 
10 уравнен1е первызнной окружности можно написать. 


не 


гдз первое уравнен1е есть урав- 
нев1е плоскости, проходящей че- 
резъ тачку М и перпендикуляр- 
ной кт 02, а второе уравнензе 
пилиндра, проектирующаго окрух- 
ность на плоскость ХОТ (ом. 

! черт. 137). 
Черт. 137. Вт этомъ случа  уравнев1е 
) поверхности вращен1я находится 

къ: исключаются х, у, 2 изъ системы 


Ех, у, 2) = 
Ф(х, у, 2). = 


: Получается зависимость 
в = (а); 


вводя вврахен:я й и Е черезъ координаты искомой поверхно - 
сти вращен1я, инбемъ 
} = (Хх + 1%) 


Иримеръ. Окружность 


(ха)? +2° = 8* 


зы ВАУ 


у=0 


_ вращаатся вокругъ оси 07. ` Найти уравно:‘е поверхности враще- 

° ная (см. черт. 138). ) 5 
`Уравнен1е перемённой окружности будете 

Я=и К 


ПА А 


_ж, у, 2 изъ уравненай _ 
= в 


= в 


р . (жа)? + в? = В? 
ут ) не 
[2 
/ 
с ге а 


е у —< 


Хх 
Черт. 138. 
получаемь зависимость между В и Е: 
(и в)? + 6? = В 
_ ИДИ : 
`Х ата” + п? - В = 2а Уб . 
(24+ 87+ 0" 88)? = 4а*5. 


++ 21° а в*)* = да, 


Теорема. Норызль въ каждой чочк® поверхности вращен1я 
ЖИТЬ въ одной плоскости съ осью вращен1я (т.е. пересёкаеть 
или параллельна ей). 


Доказашельство. Не нарушая общности разсужден1и, можно 
положить, Что ось вращен1я есть ось #-овъ. Въ этомъ 
уравнен1е поверхности вращен1я ам4етЪ видъ 


ее м + 1). 


^ Взявь производныя отъ Ё по Х ипо 1, получнит 


множивъ первое равенство на \, ‘а второе на и вычтя 
но изъ другого, будемъ имёть 


-о 


фференцзальное уравнензе въ частныхь производньхъ, каторо- 
 удовлетворяеть и какъ функц! я х и Ж. взятыя изъ урав- 
н1я любой поверхности вращен1я около оси 2-овъ. 
Гаометрическ1й смыслЪ этого уравнен1я слёдующуй. Уравнен1е. 
мали въ точк% Х, 1, 2 будеть 


Ех 


х 


. _вакъ какъ, въ силу дифференцуальнего уравнен1я, должно быть 
х 
| Па - ра 


Итакъ уравнен1е плоскости, содержащей нормаль, можно пере- 
исать въ вид: 


Это - плоскость, проходящая через ось 2-овь, т.е. черезъ 
св вращен1я. Сл®довательно, норызль лежитъ въ одной плоскости 


вЫ 


$ 23. 
Озибаючая поверхности. 


Опредьлен4е 1. Пусть имфется система поверхностей 
#(х, у, 2, а). = 0, : 


зависащихь отъ одного параметра а. Хораклерисииной поверхна- 
сти Е(х,у,2, а) = О называется предфльное положенфе лини пв- 
ресвчентя поверхности #(х, у, в, а) = О и поверхности 
О луж, в+Аа) = 9, соствётствующей безконечно близкому зна- 
чен1ю параметра о. *% 


Творема 1. Уравнен1е характеристики имфетъ видъ: 


Е(х, у, 3, а) =9 


С у ам = Эх 


„Въ самомъ дёлё, по опреджлен1ю, ыь доляна искать пересйче- 
н1е поверхностей 
#(х, ув, в) =0 


2(х, у, в, в*да) =0. 


Преобразовавъ эту систему въ другую 


#(х, у, в, аа = 0 
(х, у, 2, а+Аа) - Их, у, =, &) а 
Ва 


эквивалентную прежней, мь получимв въ предёлВ 
Е(х, у, в, в) =0 
ах, у, в; а) =0. 
Опредпленв 2. Общее мвсто всзхъ характеристикъ называется | 
озибающей поверхностью по атношен1ю къ поверхностямъ 


Е(х, у, в, я) =0, 


тория называются озибавмыни. 


Твофема 2. Уравненйе огибающей поверхности получается ис-^ 
ключон1емь с изъ системы 


Ех, у, 2, в) = 0 
Фак, у, а, а. =0 


Двйствятельно, въ уравнен!и характеристики 


Е(х, у, 2, а) ==-0 


Ех, у, 2, а) =9 


®— при перем®нномь а, буквь х, у, 2 представляютъ координать 
т: тачекъ огибающей поверхности и потому предыдущая два уравнев1я 
—^ можно разсматривать какъ параметрическ1я уравнен1я огибающей 
поверхности, считая к, у, = Функшями отъ а и 2. Исклю- 
‘чая а, мы дадимъ тому же уравнен1ю огибающей поверхности дру- 
гую форму: 


Р(х, у, 2) = 0. 


| Теорема 3. Въ каждой точкВ характеристики огибаемая и оги- 
бающая поверхности имфютъ общую касательную плоскость. 
Е Возьмемъ уравнен1е #(х,у,2,а.) = О, которое при постоян- 
_ НОМЬ @» опредзляетъ огибаемую поверхность, соатв&тствуюцую 
°— вначенйю @а= о.. Веремъ точку на ей характеристик& М.(хь, Уз» 
2%), такъ что должно бить тождественно 


и 
г. 
к 


: | К, 55, 26, в) +0 о 


й { 
РЕ(Хо, Уб, о» 4091 = 0 


$ Уразнеяте касательной плоскости въ точк® М, кЪ огибаемой 
будетъ р ие 
(%-хо)ро + (У) 4% = 2 - 4, 


Гдё ро И 4 - зиаченая частныхъ производнихъ 
Э& 92 
эх и ое 
8х ду 
изъ уравненёя огибземой поверхности, выЧисленныя для точки Мо 


Такимъ образомъ ро И 4 находятся меъ уравнен1я 


. О 
ЧСЖь, Уо› Зо» бо) ах + РуСхе› Ус» 20, @°)Чу + 


‚ откуда 


. ро: 9, > 
Е5(Жо» Уо» 20» 4) 
р 
р в о 


у . 
То УБР 65%) г 


; Уравнен1е касательной плоскости въ тачк® № для огибаю- 
_ щей будетъ е. ыы 2: - 
‹ (Жо + (1-у.)% = 2-4, 


ГАА ро й 4 суть частнвя производнвя 


32 С 
Е зу ' 
_ ВЗЯТВЯ ИЭЪ уравиен1я орибающей поверхности для точки М,. Урав 
: нен1е огибающей поверхности будетъь ы 
в” 
| (х, у, в, а). =0 р: 
| при перем иномъ а 


2, у, в а) =0 у 


Чтобь вычислить Ро и о поступаемъ слфдующимъ образомъ:. 
имвёмь для точки М, изъ перваго уравнен1я огибающей: , 


, , 
Ехо, Уд» о, а)4х + Еу(Жо, Ус, 20, @)@у + 

ев р + 
5% 2%» У, №, 9)42 + а(жо, У; 20, @)4а = 9, 


. 
| 
® Но такъ какъ посл®дн1й членъ этого равенства = 0, въ силу вта- 


_ рого уравнен1я огибающей, то отсюда находим: яя 


1! Ра 
Е БА, о 9 
Е Хоз Зо» 0» 8) 
1%, Ус» 20, @) 


а А 


Но легко доказать, чт0 & вЪ послёднеме уравнен1и должно 

_ быть = щ%. Въ саыомъ дёлз, М, лежить на огибающей поверхно- 

_ сти; сявдовательно: и 
се у К Я» во» &) =9 . 


ых 95 ща = 0. 


й 
53 Сравнивая зту систему съ системою (*), заключаемь, что од- 
но изъ значен2й « есть 


в = %, 
о = Ро; 3 = 94, 


а й теорема доказана. 


. 
Сльдсшефв. Если огибаемыя поверхности суть плоспости, 10 = | 

он образуютъ систему касательныхь плоскостей для огибающей по- . 
_ верхности; сама огабаюцая поверхность называется въ этомъ олу- 
‘ча развершывакщейся поверхностью. 


Пфимптъ 1. Найти огибающую поверхность для шаровъ рад1уса 
8, лентрь которьыхъ лежать на 
данной окружности рад1уса а | 
(см. черт. 139). : 

Обозначивт координатвь цент- = 
ра этого шара черезъ (а,В,О), 
мь можемь написать уравнен1е 
егс поверхности вт вид%: 


(ж-а)® + (у-В) 2 + 2° = В" 


при услов1и 3 
} Черт.139. ве + в =а’, 


`Дифференцируя первое уравнен1е по а, мы будемъ разсматри- 
вать В какъ функцию отъ а. 

Уравнен1е огибающей поверхности получится исключен1емт а и 
В изъ систвыБ у . 


р 


8? 


и 


(х-а)* + (ув) * + 2* 


а 
— (жа). - 2(у-8) мВ. 
Ча 


ВЕ а, | 
98 в 
Значен1е Ча найдемь, дифференцируя послЪднее равенство: 
% 


&.Ча + В.аВ = 0, 
откуда имземъ 


Тогда второе уравненье системы обратится въ слЗдующее: 


(на) -% (ув) = 0, 


‚Что можно преобразовать еще .такъ: 


х-а у- В х у 
Аникс 
Г В а В 


Итакъ система, изъ которой нужно исключить я“ и В, будеть 


(жа) * + (у-В)* + 2° = В" 


х у 
| = ра Г . ‚. . СО 
а* 
Положивъ РБА РВ 
х их + у 
еж са Осени, маи р 
< а 
находимъ отсюда 
мИАЫ ны 
В: аа А ОНЕЗЕ ; 

& а а а 
У в ЕВЕ т. 
тв а а : 
Поэтому ЕЕ 

2 г м. 2 
СТ О Е ЖЕ О 


и далзе, подставляя это выраженае въ первое уравнен1е нашей 
стемы (*), имфемъ: 


(их + у - а) + 2 - = 0 


или з .2 2 ТЕ 
Хуа" К° = их +у’. 


Освсбождаясь отъ корня, находимъ 


си- 


ти отс8кають сть лреграннаго угла, образуемаго координатни- = 
‘плоскостями, ‘тетраэдръ постояннаго объема У. 
`Уравнен1е огибаемыхъ поверхностей будезъ 


ичемь а, 6, с связаны зависимостью 


3/, абс 


У (пост.) 


абс = 6У. 


„Принявъ изъ трехъ перемВнныхь а, 6 ‘ис дв какая-ни- 
_ будь, напр. а и бо за независимвя переифннья, будемъ считать 
с ихъ функи1ею. Тогда для нахожденйя огибающей поверхности 
ридется приравнять нулю частввя производныя по ‘а и Б счи- 
тая с за ихъ функп1ю. 

_ Частнья производныя по а и Б отъ функции 


АА = 
з, © с 
2-1. 0 
а Е а 

К. 
ЕО 
5 с* ав ь 


Съ другой стороны, прологарифиировавъ выраженае абс = 6\: 
105 аё 108 + 105 с = 105 67 


и взявъ опять частныя производнныя по @а и 5, получимт: 


1:14 №» Ас ао 
Иа 
откуда имбемъ 
; вет. с. 46-е 
ан ь 


Подставляя эти оезультать въ уравнензя (”), найдемъ ты 


: 


или 


Во, 
53 са 52 55 
а МЕ 
а с * ь рт 


‘Соединяя послёдиая два равенства, получимъ 


х У’: Я 
а ь с 


Уравнен1е искомой поверхности найдется исключенземь са, 


© 'изъ системы 


ОР АЕ 
ал 65 .с 

ас = 6 

ох НИИ ел 
а ь 8.4: 


61 = 


слздовательно 


„или 


в = 3х; = 39; с = 32. 
Тогда второе равенство даетъ 


27хуз = 6 


Это и есть уравнен1е искомой поверхности. 


$ 24. 


0 кривиань линза, начерченныхь на поверхности. Теофемы 


‚ Ианье и Эйлефа. Точки закрузленая. Главные радфусы кри- 


визны. 


Разсмотримъ н®которую поверхность 


#(х, у, 2): =0, 


возьмемь на ней точку М(х,у,2), построимъ в ней нормаль къ 
поверхности ММ, (см. черт. 140) и проведемъ какую-нибудь пря- 
мую МТ перпендикулярную къ 
МЫ,;; прямая МТ лежитъ въ 
касательной плоскости въ по- 
верхности. Проведя черезъ пря- 
ия МТ и ММ, плоскость, по- 
лучимъ в$ пересачен1и ‚съ дан- 
ной поверхностью кривую п,Мщ, 
- чакъ называемое нормальное 
сйчен1е поверхности; МТ бу- 
деть его касательной въ .точк® 
М. Разсматримъ кром$ того еще 
вёкоторую кривую пМи, прове- 
денную по поверхности ‘черезъ 
точку М и иывющую своею касательною‘- прямую МТ. Пусть ММ 
представляеть главную нормаль 9эт0й кривой  иМв; обозначимъ 
уголь МММ между главной ворналью нашей кривой и нормалью къ 
поверхности черезь 0; такъ какъ МН._|_ МТ и ММ -|_ МТ, 10 
№ММ служить линейнымъ угломъ для двуграннаго угла № МТМ, со- 
ставленваго нормальнымъ офчен1емъ съ плоскостью кривизны нашей 
кривой. Назовемъ черезз В, радфусъ кривизны нормальнаго с%- 
чен1я п,Мш, въ тачк8 М и черезъ К рад1уст 1-ой кривизны 
кривой шМп въ сточкё М. Между ними существуетъ соотношен1е 


„Черт. 140. 


К = В&0оз 09, 
открытое Меиза{ег. Займенся доказательствомъ ‘теоремы Мёнье 


Теофема Иёньв: если на поверхности проведены черезъ одну и 
ту же точку нормальное сЪчен1е и н8ёкоторая кривая, причемъ въ 
Этой ‘точк® касательная у нихъ общая, то рад1усъ кривизны кри- 
вой равенъ рад1усу кривизны нормальнаго с%чен1я, умноженному 
на косинусъ угла меяду плоскостью пормальнаго сёчен1я и пло- 
скостью кривизны кривой. 

Для доказательства назовем черезь а, В, у угль касатель- 
ной МТ съ осями координатъ, черезъ Е, п, °С - углы съ осями 
главной нормали МН и черезъ (№,,Х), (№,7), (№2) - угав 
съ осями нормали къ поверхности ИМ... Тогда, по форм. зам. 8 


:- 337 - 


$ 17, имфемъ: 


. ас а с 
Соз Е = =, Со п-в 2 , Созс= т, 


по форы. въ конц ,$ 19: 
`бов (К,.Х) = 


Соз (№,У): = 


боз,(5,2) = 


причемъ двойной знакъ, подразум&ваемый при корн&, отвёчаеть & 
направлен] ямъ нормали къ поверхности. Такъ какъ 9 есть уголъ 
между ММ и ММ, то имжемъ: 


Со30 = Соз(№,Х).СозЕ + Соз(М,1).Сози + Соз(№,, 12) .СозЕ = 
| Сова ЯСозВ — 9Созу 
= О а 
45 9; г] 
° Во 


42 =, рах + чау, 


откуда, послф дёлен1я на 93, ваходиыъ: 


Созу = р.Соза + 9.0058...,.,.,(*). 
9х 2.9 . 92 Г 
(лакъ какъ Соза Я. СозВ = =, Сову 28 › 96 $14). 


Дифференцируя равенство (”), получаемъ: 
‚@Сову = р.9Соза + 4,4СозВ + Соза.ар + СозВ.9а, 


и такъ какъ: 


@р = г, ах + з.ау, 94 = з.ах + %.4у, 


гдз Е 


"ВЫСШАЯ  КАТВИАТИКИ". Проф. 4. А. АДАКОВЗ, Листъ 28, 


:- 338 :- 


‚вычисляются изъ уравнен1л поверхности #(х, у, 2) = 0, ло 
ЯСозу - р.4боза - 49.4СозВ = Соза(г.4х + в.ду). + 
‚+ СозВ (з.ах + %.8у), 


ожкуда 
ЧСозу 9боза 9Соз8 2 5 : 
Е - Соза(хг.Сова'+ з.СозВ) + 


+ ОозВ(в.Сова + %.СозВ). = г.Соз?а + 2з.Соза.СозВ + %.Сов?В. 


Итакъ: 
В 


5560 = --=---== 


(г.Соз? а + 23.Соза,.СозВ + %.Сов”В) 
ря" 


в И 


- с 
боз9 х.Соз*а + 28.Соза.СозВ + %.Соз*В 


Или 


Полохивъ здвсь 9 = 0, нейдемъ радлусъ К, нормальнаго с8- 


‚чен1я ———— 
+ р" + а? 
|8 АВЕОЕЕ 


А А ее НН 


г.Со:^а + 25.Соза.Со58 + &.Соз?В ° 


‚въ видЁ фупкцаи отъ координатъ точки К и направлен1я каса:- 
„вельной МТ, и тогда предьдущес равенство дает 


‘Вх В = В...Соз6, 


310 и требовалось доказозь. 

Теорема Мёнье покои ‘аетъ, что изъ всоёхь кривыхъ, праведен- 
нихъ по поверхности черезъ дачную точку и инфюдихь общую каса- 
тельную, наибольшныъ рал1усомъ кривизны обладветъ нормальное 
сачен1е. Посыотримт теперь, какт измфняется въ данной тачк® ИЦ 
поверхности величина рад1уса кривизны нормальваго сЪчен1я 


г.Соз?а + 253.Соза,СозВ + %.Со5*В 


въ зависимости отъ напраЕлен1я касательной МТ, опред®ляемаго 
углаии а, В, у: Нумно отыЗтить прехде всего, что, кромё об- 
щаго для всЪхъ ваправлен1и соотношен1я 


Сова + Соз®В + Соз?у = 1, 


лакъ ч10 р, и 9:= 0; кромв того 
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ати три косинуса связаны зависимостью (*) 
Зозу = р.Соза + а.СозВ; 
внося это значенце Созу въ предыдущее уравнен1е, получиме: 
Со5*а(1.+ р*) + 2ра.Соза,СозВ + Соз*В(1+ а*) =1., (***), 


Упростиыъ выражен1е К, переыфною координатныхь осей. Пе- 
ренесемъ начало въ точку М (см. черт. 141) и направимъ ось 
2,-овъ по нормали ММ, къ по- 
верхности; плоскость Х,\,2, 
будетъ совпадать съ касатель- 
ной плоскостью, и оси О,Х,, 
0,{, какъ нибудь будуть рас- 
положены въ зтой плоскости. Въ 
новой систем® имфемъ; 


СОЖ: ХА = 0, 
142°+9 
. = 
Черт. 141. Соз( М, 1.) = === = 0, 
1% р’.+ а” 


СозВ, = З&паа, 


Такимъ образомъ выражен1е рад1уса кривизны нормальнаго с8- 
‚меная будетъ 
1 


Во --.--- 


г.Соз"а, + 25,5100:Соза, + %,510?а, 


\/ Вю = г.Соз’а, + 23,3104 ,Соза, + 6, 51а*а., 


Для изученая хода функши “/Ко составимъ производную 


*/ 
м — 2г.Соза,З1ва, + 25,(Соз?а, - З10°а,): + 
9, 


+ 2%,510а,Соза, = 25,Соз 2а, - (г, - %,) 511 2а,. 
Приравнивая производную нулю, получаем: 
р 23 
18 2а, = и - . 


з *, 


—90 = 
Мы исключимъ пока хоть случай, когда оказынается одновре- 
менно 5, = 0, г, = %:, такъ какъ въ атомъ случа 
"Во = к.(боз?а, + 341а,) = К, 


л.е. кривизна во$хъ кормальньхь с®чен1й въ тачкё И одна и ‘та 
же, независимо стъ угла @,; ‘такфясточки называются точками 
`закругленая. Если исключить эти тачки, то формула 


+8 24, = гы 
ки 


даст иаыъ два значен1я 1; именно, полохивъ 


т. зы ва 


Е о з 
(причемъ знач. аи ) содержится между - /ь и + а ), изъ 
равенства 


Е (°) 
15 20, = 415 24 
ваходим 
одимъ (®) (<) 
2%, = 2а . или 290, =к +2 , 
ее” (°) (п 
а, = © й та * 1 
Итакъ первая производная 
С 
Ча, 
ается въ нуль при 
У о № 
а.а=о, а - .. 
Обратимся ко второй производной: 
Г: 
---^- = - 453,03 23а, - 2(г, - %,)Соз 2%; 
ба р а 
. о 
для одного изъ найденныхъ нами значен1й а, = © имЗемъ 
г. - №, 


Соз 24, = Соз 


+ уз: + (ры) 


З10 2а, = 510 2“ = 


- 341 - 


-з 
48 2432 + В —— 
п Е. - за уегеых, 
с. Иа) 
для другого значен1я 2а, = 2а(®) +к находимъ: 
(о) 
Соз 24, = - Соз 28 о нае ав да”. 


такЪ что 


ан. $ — 
- > 245: + (1-6... 


Ча: 
Итакъ при найденныхь нами значентяхь а, : а); «(°); ЗИ 
вторая производная имфетъ значен:а противоположнехе знаковъ 
(она не равна нулю, такъ какъ случай . 5, = 0, г, = %, исклю- 
‚ченъ), слёдовательно, одному изъ этихъ значенай а,  ствьчаеть 
пах1шци фувкдаи ‘Во а другому взо1щан, ве) ых 
Повернемъ теперь оси О,Х,, 0,1, на уголь а около на- 
‘чала, и примемъ ихъ новья положен1я за оси О0,Х,„, 0,1, новой 
кобрдинатной системь. Въ новой системв паху и ша у’ 
кривизны */В. будуть отвзчать значеная угла касательной .0ъ 
0,Х,: а,, которыя будуть ва &(°) меньше значен1я а,, ‘т.е. 


в. =би / 


ей 
откуда 


24 =0, к, п 24, =0; 
но выше мы имёли для этихь значен1й а, 


23, 


2 = 
Е 24» ат 


й 


слздовательно, въ новой систем должно быть 
| 3. =0. 
„Въ такомъ случав выражензе */Во принимаетъ еще бол%е пра- 
стую форыу: 


в г.Соз?а, + 1, 310°а, ; 
Во 
ь=0 О. 
ари &›=О получаемъ мы а, р ."5 мат 2 м: 


причемь К, и В»‚, какь отвёчающая значенаамь а, = 0, ы ев ы 
представляют наибольш13 и нзименьш\й (или наобороть). 
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нормальныхь сёчен1й нашей поверхности въ ея тачк$ М и назы-. 
ваются злавными радфусами кривизны въ атой тачк®. Вводя ихъ въ 
формулу ` для Ув окончательно находимъ формулу 


ы з 5. Соз?ы а, В. и СТ 
которая даетъ величину рад1уса кривизны любого нормальнаго с%- 
чен!я Во въ зависимости отъ главныхъ рад1усовъ кривизны К, и 
В, и угла в, составляемаго плоскостью взятаго пормальнаго 
с\чен1я съ плоскостью одного изъ главныхь сёчен1й. 

Йзъ этой формулы находимъ сл®дующ1я два свойства: 

а) ззывна ши на -щ не мёняеть Во 


ь) беря сумму кривизны для двухъ перпендикулярнихь сАченай 
(ша И, -ы): 


1 1 ие 
2 , Созты + В, Зы 
т „та 1 2 
де "в З1а“ь + в, Соз*ш 
находимъ 
1 1 1 1 
Е + О = Е. - -—. 
` 2 


Эти два свойства выражаются теоремою Эйлера: 


Теорема Эйлера. Нормальнья с®чен1я поверхности, одинаково 
наклоненныя къ главнымъ сфчен1ямъ, имфютЪъ одинакавую кривизну. 
Сумма величинъ кривизны двухъ взаимно перпендикулярных нор:- 
мальныхъ сёчен1й есть величина постоянная для данной тачки по- 
верхности; она называется сфеднею кривизною поверхности въ 

°атой тачкё. 

Обратимся теперь къ вопросу о разыснанфи почвкъ закрузле- 
ня поверхности. Выше мы опредфлили ихъ какъ так1я точки  по- 
‚верхности, гдё Ко, опредёляемое формулой (**), не зависить 
отъ величинъ Созо = ци, СозВ = у. 

Такимъ образомъ въ.точкахъ закруглен1я функозя 

® 
(а, у). = ЩИ 9 = гы + 2509 + 1" 
ря 


не должна зависёть сть эначен1й и и у, причем ии” 


сане 


связаны между собою соатношенфемъ (.***) 
У(и, м). = (14р*)а? + 2раау + (149%)? = 1. 
Составимъ новую функц: 
Ши, у) = (а, у). - ^.У(и, у), 


гд8 ^ неопред®ленная пока постоянная; ‘такъ какъ \= 1, ло 
при постоянном И функц!я = 0.-^ слакже будетъ постоянна, 
но, располагая по сзепенянъ ци, имвемъ 


На и * [А (1+р?)] + 29у[5-Ар9] + у - ^(1+9*)1; 


„выбирая ^ такъ, чтобь коэффицзенть при У’ былъ ревенъ нуль, 
мы получим такое выражен! е; 


И = м? - ^(1+р2)] + 20$ = ^р91; 


чтобь оно не зависёло сть ци, оно должно бызь ‘тождественно 0, 
лакъ какъ при ц= О выходить Н= 0; такимъ образомъ, коэффи- 
‚изенть при ц* и 24 долины быть равны 0, и мн получимъ 
систему 3-хь упавнен1й; 


г = ^(14р*) 
$ = Ара 
& = ^(149*), 
при выполнен1и которой оказывается И= О при вс№хъ ваправде- 


в1яхъ касательной, слёдовательно: 


0 = % Или 


Йтакъ въ точкахь закруглен1я поверхности, если он® суще 
ствуютъ, должно быть 


8 % 
О о 
1+р" РыЧ аа 


присоединяя сюда уравнен1е самой поверхности, получимт 3 урав- 
нен1я съ тремя неизвёстными х, у, 2 изъ которьхъ найдутся 
координаты всЪхъ тачекъ закруглен1я. Для каждой точки,  вычис- 
ливъ \, опредзлимъ рад1 уст кривизны по формул 

№ = Вт : 


= 344 - 


Примофъ. Найти тачки закруглен1я поверхности 


: х* + 29° = . 
Имъемъ 
р = 2х, Ч м 49, 


г = 2, з=0, ф=А. 


Предыдущая система ее?) принимаетъ форму 
2 о 4 

ыы 3 нет Ш зака 

1+ 4х? 8ху 1 + 189 


Среднее состношен1е показывает, что ху = @, откуда или 
х=0 или у=0. Если х= 0, ло выходить 


4 


2 
1 1+ 18?’ 
сткуд? 
1+ 187 = 2; 16921, уж 3, 
и 
А Е т 


Итакъ, находимъ 2 точки закругленйя '(0, + */,, */„. };' 
‘для вихь ^ 


слв8довательно Же 
ур” + 4" = ут... 
сл®довательно 
А а 
8 уз 


Предположензе у = О даетъ 


2 4 
И м 
1+ 43 1 
откуда 
= Уи а-я х - мнимое, 


* 
Зампчанле. Легко показать, что для поверхности шара 
хе + у += а? 
каждая точка есть точка закруглен1я. 
Действительно, здесь 


Ре у а* - у ху 
ее. мы 

2 

А ве 5 

2 
Далфе 
в \ 1 
1+р" УЕ 
>. АЕ НЫ ЗН 1 
1+9° Эна 2’ 


сл®довательно, во всвхъ точкахъ поверхности шара услов1я (*\) 
для точекъ закруглен1я выполнена, причемъ 


а.” - ги 28. › 
аткуда 


Обратимся, наконепь, къ послёднему вопросу - къ вычиолен1ю 
хлавныхь радиусов» кривизны въ данной почкп поверхности. Такъ 
какъ главные радфусы кривизны представляютъ шах1иии и 0101100 
выражен1я В (*”). въ данной тозк& поверхности, 10 вопросъ 
приводится къ иниожден1ю пах10и а и ш1010а1'а виражен: я 


(а, $. У - 4 = г?+ 23щу * 19° 


при соблюден1 и уавов1я 
Уи, у): 


(1+р°) м? + Зрашу + (1+49°)у° = 1, 


По способу нропред®ленныхь множителей мы должны искать аб- 
солютный пах 841 и а101щош выражен1я 


Я=0- АИ = г - ^(1*р*)] + 2иу[3-^р9] + у*[1-^(1+9°)]. 


Приравниваемъь нулю частныя производныя: 
зы = обор + 98 — ^р9 = 0 


78482 


м 


1 
г = цз- ра] + у[& = ^(1+9°)] = 0, 

Умножая первое уравнен1е на и, второе на У и складывая 
находим, что для значен3й и и ч, отвАчающихъь шахта’ у 
или 1101147'у функии (0, должно бБть 


н=о, 
слздовательно 
9 АТ = (такъ какъ =}. 


Итакъ, имзя въ виду, что по общимъ нашим изсл8дован1ямъ 
функция ( должна имёть пах1аиа и и11аол, ив можемъ за- 
ключить, что \ будетъ имёть два значеня Л, и Л, и тог- 
да 

О пажздие = Л», О 104000 = Л» 


Остается найти числа \, и ».,. 
Изъ уравненай 


слздуетъ пропорц!ональность коэффицаентовъ при и и \“, чакъ 
какъ и и у одновременно не нули (иначе У=0, сане 1). 


Итакъ: . р 
г-^(1+р*) . 8-09 _ 
$ - Аря т: - лаз) 
или 


ге - 5 - ^[г(1+9*) - 2раз + %(1+р’)] + ^*(1*р*+9*) =0. 
Изъ этого уравнен1я сл&дуетъ, что 


г(1+9°) - 2раз + %(1+р*) 


А р 


1+ ре + д" 


ЛЗ» = 


и отсюдь две равенства 


а = 21499) - 2р8 + М 1+р") 
В, В» (1 + ре + 4*) 2 
Ех __г%- 37 
Е.Е, 2)? 


опред&ляющ1я среднюю кривизну 


1 1 
—> + — 
8, В» 
и такъ назвваемую Гауссову кривизну 


1 


В.В» 


поверхности въ данной точкЪ. Зная эти двё величины, легко оп-. 
редзлить отдёльно 


— и 1 
В» 
какъ корни квадратнаго уравнен1я. 


Что касается положен1я главныхь нормальныхь с\чен1и, то, 
найдя Л, и ^,, мы можемъ изъ уравнен1я 


а[х - №, (1+р*)] + у[з - Л,р9] 


[ 
© 


или 
ше - Л» ( 1+р*)] + у(з- ^,р49] = 0 


{ Ц 
найти отношен1е ы », подставивъ еро величину въ уравнен1е 
У(и, у). = (14р”)а* + арду + (1+9°)у?° = 1, 


найти значен:я и и у, опредёляющ1я углы © и В (Соза=а, 
СозВ = у); наконець, по формул (“"”) найдется 


Созу = ри + ау, 


и положен1е касательныхь главныхъ нормальныхь с%чен1й будетъ 
опредвлено. 


Примпьъ. Вычислить главные радафусь кривизны поверхности 


Эк" + 2+" = 6 
не точке (1,11). 


Ймвемъ 
6х.+ 22р = 0, ры 
4у + 229 = 0, Я = =9 
6 + 2р' + 2ж= 0, г = - 12 
2ар + 22в = 0, ва - 6 
4 + 29° +20 = 0, = -6 
гы 19246-60 9, 
у в, (1+9 +4). И. 14 7 
1 12. 6-8* 36 9 | 


В.Н» (1+9 + 4)? 196 9’ 


Такимъ. образомъ 


опред8ляются какъ корни квадратнаго уравнен1я 


49 ^* + 12 Мл +9 = 0, 


1 _ -6/14 +37 
8, РВ 
1 - 6714 - 3,7 
В. 45 - 


Такъ какъ оба рад1:уса вышли отрицательными, то зто показк- 
ваеть, что оба рад1уса откладываются по нормали, для которой 


Соз (№, 2). 
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РЕОИБРРИЧЕСЕКТЯ ПРИЛДОЖЕНТЯ ИН- 


РЕГРАЛДЬНАГО ИСЧИСЛЕЕТЯ. 


РЛАВА ТГ. 
| ПРОСТИВ ИНТЕГРАЛА. 


$1. 


Выражен1в площади въ прямоузольныхъ координашах*. 


Если кривая задана уравнен1емъ 


у = 4х), 


„то площадь, ограниченная криво, двумя ординатами х = а, х=Ь 
и осью абсцисст (см. черт. 148), будезъ равна 


Ь 
о 7 (дах 


Черт. 148. 


е лишь въ томъ случай, если при аЗх 3 функцая Е, 
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оставаясь: непрернвной, сохраняетъ всегда положительный знакъ и 
имзетъ конечное число шахта Ш ш1и]ща. 


Замъчантв. Если подъинтегральная функц1я м®няетъ знакъ въ 
предфлахъ интегрирован1я (ом. черт. 143), то интегралъ 


о 
з. ах = 9-09, +0,, 
а 


Черт. 143. 


гдБ ©,, ©,, ©, означаеть число квадратныхь единицъ въ площа- 
дяхъ 1, Ри 3-ей, т.е. интегралъ равенъ алзебраической. сумм 
площадей, причемъ площади, расположенныя подъ осью Х-овъ, счи- 
таются отрицательными. Дфйствительно, въ нашем случав весь ин- 
теграль въ предълахь оть а до ЬБ можно разбить на три: 


ь с. с» Ь 
Е Е(х)ах =] #(х)ах ./ Е(х)ах ‚] Ё(х)ах, 
а а с, с 


ГА 
с, 5 
Я Е(х)ах = @,, р (ках = 0,, 
а се 
за 
с› = 
Я Е(х)4х = Пред. $ Е(х1)Ажа = - @,, 
с, 0=® 1=0 


такъ какъ элементы #Ё(х,)Ах:, входящ1е въ последний интегралъ, 
отрицательнв. 


Примюфъ. Дана кривая (см. черт. 144): у = За х. 
Если мБ возьмомъ интегралъ въ предёлахъ отъ 0 до Ям, то 
получимъ 


Обь. с 2 ЛВ 
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эп 
9 -] 11 хах = 


5 


2 
я о 


- Созх 


Это произошло отъ того, что 341 х въ предёлахь О 5х5 2 
ывняеть знакъ. Число квадратныхь единицъ заштрихованной площа- 


ди будать у 
к к 

©, = 2] 510 х.ах = 2 |- 0х 
о 


Черт. 144. 


“Зампчане 2. Для нахожден1я площади, заключенной между дву- 
ия перес®кающимися кривыми (6м, черт. 145): 


Е(х) = 0 
у $(х) = 0, 
9 нужно р®ёнить сперва уравнен1е 
$ 
# #(х) = 9(х).. 
#9 Пусть а и Б его корни 
(а < Б); тогда искомая. площадь 
=== —х 
ь 
р *] [2(х)- - э(х)} ах. 
з а 
„Черт. 145. Въ самомъ д8л® 


о Ь 
@ = ла.КАСВЬ — пл.КАОВЬ =] ках - || Ф(х)4х = 
а 


а 


о 
= Л [#(х) = э(х)] ах. 
а 


Замзчан1е 3. Если уравнен1е кривой задано въ вид® 


| *=2(%) 


А: 5. * 
я; : свв 
| у. +, 


‚то площадь @ вычисляется слёдуюцимъ образомъ 


‘, 
9 = } чо ' (бак, 


5 
причемь % и +, суть значен1я параметра, отв&чающ1 я точкамъ 
А и В кривой (сы. черт. 146). 
Это слёдуеть изъ общей формулы, если положить въ ней х = 


ой ь В 
е = „ах = 
и | 


(С) 


а (в): (6). а%. 


у 


-==8 == 


Черт. 146. Черт. 147. 


Примъъ 1. Вычислить площадь четверти эллипса (см. ‘чертежь 
147): 
х = а.Соз 1 


у =Ь.541 %. 


Установимъ сначала предёль. Точкз В отвёчаетъ значен1е 
% = в”. точк* А отвёчаеть &= 0. Поэтому искомая площадь 
будетъ равна 
. ы о 
9 = -] 6,310 %.а.511 &.44 = = ь $107%.4% = 
МЕ "7 


- с . 31528 ° 
- -в/ (У, - У, бов зав = | = 
2 “„ 
.2 


2 
к паб 
--=[ @ ее 


Площадь всего эллинса будетъ = паб. 


енную пиклоидою (см. ^ 


а ши = 
у = (1 - Сов 5). 


Волёдств1е симметричнос 
фигуры относительно ММ 1 
числимъ только половину | 
всей площади: и 


хе ‘ 
Черт. 148. @ = }) 2(1-Соз\)а(1-Сбоз%) ав 


о 
к % 
= =] 4311° = 4% 
о 2 “ 


Положивъ здёсь 
‚айдемъ , 
и 510" 2 = $10*ц, 


редёлы антегрирован1я также перембнятся; 


ый 
о = 4.2] * Зап“ а ви, 


° 
№тивЪ, что 


п 
а 


ичане 4. Воли кривая задана уравнентемъ (см. черт. 149) 
у = #(х) 


въ косоугольной систем 0% коор- 
динатньмъ углом 0, то площадь, 
ограниченная этой кривой, двумя 

х ординатами и осью абсниссь, имв- 
еть слёдующее выражен1е 


“1 


5 
ь ‚Черт. 149. @ = Эм °] Е(х)ах, 
а 


ными оси ОУ на безконечно узкзе параллелограмиь, площади . 
торыхъ будуть ныфть выражен1е ь - 
к. 
1 


у.9х. 511 0. 


Суммируя эти параллелограхмы и вынося 311 9 за знакх этой 
мы, мы въ предёл® получныь написанное выше выражене. 


Примьфъ. Докажемъ, что площадь сектора, ЗдаяалхАо двумя 


_сопряженивми д1аметрами эллипса = площади эллипса (см. чер- 
С к 


ехъ ззежь 150). = 
ч Уравнен1е эллипса, отнесеннаго 
> къ сопряженнныыь дфаметрамь, имё- — 
3-ю етЪъ видъ ; 
ея 2 и 
х и 
аз Ь, у 


Черт. 150. 
т г =, и Ь, суть полудшаметрь.. 


На основен1и замфчанал 4-го площадь искомаго сектора 


а 
@ = 511 °] у.ах = $10 р = | а:0. 3109. 
ь } 
Но въ силу теоремы Аполлон1я 
а:в.$10 0 = 25 у 
_ и потому ь : 
а = 2. аъ. 


5 855— 


$ 2. 
Выраженфе площади сектофа въ поляфныхх косфдинатахь 


Положимь, что криная задана уравнентемь 
ие <:)) 


въ полярныхъ координатахъ. Чтобь вычислить площадь, ограничен- 
ную этой кривой и рад1усами векторами 6=а 0=8, разобь- 
емъ всю площадь на элементарныя 
площадки, какъ указаво на черте- 
ж8 151. Пусть эначен1я угла 9, 
отв чающ1я проведеннымь рад1у-- 
самъ векторам, будуть 


д & = бд Чье бро ба 
Введемт обозначен1е 
Черт. 151. №0; = 61..-0:. 
Тогда искомая площадь 


9 = $ 9, 
1=0 
означаеть площадь сектора, выдфленнаго рад1усами век- 
рами 9 =0; и 9=6;,,. 
Пусть В; и г; обозначаютъ соотвётственио наибольш1й и 
именьш1й изъ радфусовъ векторовъ, отвёчающихь значен1ямт 9 
три сектора ч;, т.е. при 


9; 3е36,... 
Построивъ круговые секторв этими рад1усами, получим, оче- 
о, неравенство: 
И к 0: < 9: <", №, 
Изъ этого вергвенствг заключаемь, что Е 
: 


9 = М: 491 Кв: +в) 


силу ‘взирерьаности функцаи #(0) можемъ неписать <! 


В И 80: [#(9;)? + =] ’ 
й] . ы 
®: безконечно малая при безковечно маломъ 49}. у, 
Отбрасьвая при вычислен1и пред®ла суммы элемейтарныхъ пло- 


| садокъ безковечно малыя высшаго порядка, вайдемъ 


п-* 
9 = 11 $ а; = \, Ив х ке» + 24] :40; = 
п=>= 1=0 0=® 1=0 ; 


у * НИЕ 2 а/ в 2 а 
= У, а 2 #0000; + ",] (9) = М, 
1=® 1=0 & н 


ь Такъ какъ Соз 20 остается 2 0 
при 
а 
е с г: 15 
ло для “/. искомой площади, за 
© втрихованной на чертеяё 152, пре 
в. : ДЛЕ Мер рокаи шо 0 6у, ут 
в 0 и /,. Такиыъ ых полн 
Черт. 152. ; площадь: | о 


”. : 2 7. *, 
ет а:И, 1240 = 2а С0520 .а0 .. ме? к 
(: ° 
Пим» 2. вая площад! 
ограниченную к вов 


Въ полярных" порнот 

ь {подегая_ х= г.С039,. у= я 
находимъ, по. ЕЕ ея я 
мине а 


1:75 
Зерт.153. _ 


331 


_ Полная площадь я > 
р р 2*Соз?9 + 52510? 
ы ое «у, ы О ЬЫЕЬ: . 9 
. т, 51040 + Со3“6 


Полагая 48 .9 = 2, пыземь. ОА в) 


Интеграль 


Я. ‘в? зи и 
ве: 5 1+2 о 


У | 


“, 4 = а находимь 


и ева 
И м 
о 


11+ 2“ Ан 
| 


_  Подстановкой 2= аи 


Но впосладотв1и мн покажемь, что 


6 = 2(87+5*).. Ул и = (а*+5*). 


Выраженте длины дули. 


Раньше мы имёли дифференцфаль дуги плоской кривой. „Вся. 
‘длина дуги въ прямоугольныхь координатах будетъ равна 


Длина дуги кривой, заданной параиетрическими уравиен1 ями. 


х = 9(%) 


у=ч(®), 


Е о 
8 = у узо + СОТ а; 
о 


д для кривой въ пространств, заданной уравнен1 ями 
$( 4) 
4(%) 


(1) 
длина дури 


$, ны - 
$ = д увозит" Со. 4%. 


Отыётимъ @ще формулы, опредзляющ1я центръ тяжести ма’ 
альной дуги (напр. проволочнаго каркаса) однороднаго строен! 
координаты центра тяжести будутъ: 


будеть равна 


Хх 


у 


Е 


АБ М.М) 


ян 
к 4н` 


Черт. 154. 


1=0 


х 


координаты центра тяжести (ея середины) будутъ 


‚масса же этой хорды при плотности К (К есть масса 1 даины 
кривой) будеть 


К: } 4х} + 451 = к.Ах: : 


Произведен1е массы элемента на его разстоян1е до нёкоторой | 
< 
оси назьвавтся статическимъ моментомь его относительно это) 


относительно оси \-овф будеть 


_ а статическ1й моментъ всей вписанной лин1и: 


к. г к: /ь Ах). ух’ + |9; 


`© момента дуги АВ: з ве 


Е Коза Ча 


= 359 


дугу АВ какъ предёлъ вписанной ло 
маной лин1и. Пусть координаты вер - “ 
шинЪъ ея будуть . 


А(хо, 0/5 Ха» Уз» 24. 4» 94; 
Хауз» Уча»... ВХ, Уп) - 


Для хорль М:М;.,, соединяющей 
точки (х}, У;) и (жуаь, Уча), › 


2 Хз -Х, 


аа. 


и 


оточивь въ немъ массу всей дуги 


ь 
и аз, 
а 


олучили для него статическ1й номентъ хо.К 1 45, 
ческому моменту всей дуги. 


ь Ь 
в. х.45 = в /| 45, 
а а 


Е 
1 9$ 
а 


Такъ же выводится у... 


равный. 


Нринъьъ. Найти центрь тяжести дуги кругового кнадранта. 


Изъ уравнен1я 


2+ у?’ = В? 
ваходимъ 


х 
В(агсз1 п я ) 


о вв 


Выраженфе объема простыми интезраломъ. Объемы пьлъ вра- 


ценля. Теорема Гюльдена 1. 


Твофвма. Объемъ, выдёленньй изъ данной поверхности плоско- 
стями х =а и т = 6 (если опредёляютъ полный объемъ, огра- 
ниченньй поверхностью, то плоскости Х=а и Х=Ь суть ка- 
сательныя къ поверхности съ лфвой и правой стороны) (см. чер- 
ялежь 1586) иметь слёдующее выражен1е: 


У = Е и(х) ах, 


а 


гдв ц(х) овначаетъ площадь, полученную въ сёчен1и поверхно-. 


СТИ ПЛОСКОСТЬЮ 


Ка 

й 

ре } 
| 
х РА 
} у 
Черт. 156. Черт. 157, 
Доказательство. Проведемъ рядъ плоскостей || пл. 102 и от- 


сзкающихь на оси ОХ отразки 
№ 2 а, Х., Хь ... Ж4, Жууз» +... Хуа» М = №. 
Введя обозначен1е 
| мы 
обозначивъ объемъ, выдзляемни плоскостами х- х} и х- Х]+а 
(ем. черт. 157) черезь У, будемъ имёть - 


0-1 
уз №. . ‚ 


_ Пусть 9: и и: означають наибольшую и наименьйую изъ 
_ площадей парайлельныхь с®чен1й и(х) въ промежутк8 2 


< < 
ИЖ 


Тогда имземь очевидное неравенство: 


о о, 


й потому можно написать 


9 = Аж. ща +9), 
09 <1. 


По непрерывности функцри ч(х) будемъ имёть 


7; ‘= 4х. ц(х;) +3 ], 


гдф #}; безконечно малаз. Поэтому 


1-1 п-1 
Е У = пред. В У. = Пред. 8 Аж [щ(ж:) +е;] = 
1=® 1=0 0=® 1=0 
в ь 
= Пред. -$ Аж. (х:) =. ц(х)ах. 
1=® 1=0 а 


Зам®тиытъ, что сЪченйе можно дёлать перпендикулярно не’ оси Г 
0х, в осямь 0У или 02. 


Сльдетефе. Объемъ, полученный отъ вращеная линйи АВ (см, | 
черт. 158), заданной уравне-_ 
в1емъ 


у= Е»), 


около оси 0%, равенъ 


Ь 
У=п Е(х)*ах. 
х а 


Дьйствительно, в%Ъ этомъ слу- 
ча» площадь с\чен1я есть пло- 
цадь круга радфуса у = Ех): 


ц(х) = п.Е(х)* 


м, и потому 
>. Черт. 158. 


-- 363 - 


Ь 
У = ./ #(х) 4х. 
а 


Зампъчанле 1. Объемъ, полученный олъ вращен1я линёи СП (см. 
‚чертежь 159) около оси ОУ равенъ 


У = “) $(у) *ау, 
с 


гдБ х= (у) есть уравнен1е кривой. 


<7 
0 


„Черт. 159. Черт, 160. 


Зампиатте 2. Если разсматривается вращен1е замкнутой фигу-. 
рь АВСОА, то нужно поступать слёдующимь образомъ. Пусть (см. | 
черт. 160) уравнен1е лин1и АСВ будетъ 


учу, * 1.(х), 


и уравнен1е лин!и АВ - 
У = Ув. = В, (х)., 


Тогда объемъ тВла вращеная У можно представить разностью двухъ. 
`объемовъ: ` 


[2 [ Ь 
У = "/ #,(х)*ах - `/ #.(х).2ах = `] [#,(х)*- +, (ху ах, 
а а а у 


Пвимпрь 1. Найти объемь эллипсоида 


—+--+ зы 
й в 
Всд®дств1е симметричности этого т%ла мы можемъ ограничить- 
ся вычислен1емъ лишь той части его, которая лежитъ въ трегран- 
вомъ углф, образованномъ положительными направлен1ями осей.Тог- 
ва весь объемь \ 


ы 


# `Уравнен1е лин1и пересёчен1я иаи, ‘что 10 же, ея проекцн на. 
скость \ будетъ: 


ЗЕ НЫ ИЯ аи 
м 


идимъ, что въ сфчен1и 


5: 


с, 


Пользуясь ранзе полученными ‘результатами, находимз: 


: : ь ев 
ш(х) = ‘Из паса = И пбе |1 — | рь 
а? 


Е 


а 2 
7-81, нь | [5 - 
Р} 2 


а 


= 2льс(а - д а) = #7 пас. 


Если всё три пслуоси равны 


‚ азо=с 
| 20 нолучаемь объема шара = Я, ка®. 
Лримпръ 2. Найти общ1й объемъ двухь цилиндровв, эзаданныхъ 
уравненаямыи (черт. 162): | 


(В) + у? = 8? 


(2=8)* +:5° = В. 


Перепишемъ даннвя уравнен1я въ вид®: 


х* + у’ - 28х 


о 
Хх’ + 2 - 28х = 0. =” 


Замфчая, что весь объемъь состоитъ изъ 4-хъ равнёхь частей 
лакихь, какъ показано на чертеж, и что пложадь с®ченаая _|_ оси 
ОХ, есть площадь прямоугольника со сторонами у и 2: 


ц(х) = ув = 28х-.х?, 
_ ваходимъ Ут 
у 28 28 

У = . ч(х)ах = ./ (28х = х*)ах = В 
о о \ 

» -28 
= ‹ [®*-5] та [ ча 7.5 | ве 

о 


Шримпръ 3. Опредёлить объемъ вращен!я пиклоиде 


х = а(ь - За $) 


у = а(1 - Сов $) 
около оси 0%. 
Имвемт: 


па ы к . $ : 
УЕ. ] у*ах = ®/ 2°(1-Соз &)*(1-Соз 4% = 
В ‚ о е о 7 


|: : ь 
^^ | 2*(1-Соз 1)°4& = 2а* :/ 51° : 4. 
<. Мо 


то же время долянв ивыбнизь, и предёлы тире о 
ать. вывсто Г 


Форда получниз. 


7 
4.3.5 к 
= зы" О 1.3.5 
2па . 10" и. аи 32ла® 518 


Черт. 163. ] „Черт. 164. 

Г. х ЗОВ 
_Примтрь 4. Опредёлить объеиь кольца, полученнаго отъ вра- 
1я окружности | 

х* + (у-в)* = К? 
оси ОХ (сы. черт. 164). | 
ая уравкен1е окружности относительно у, мы ‚получаемь 


решения: \ че с 


:. 


ствуеть нижней и (см. черт. 164), а 
ы ь с ай 


у = 


верхней. Такъ какъ данная окружность симметрична относительно 
оеи 01, ‘то весь объемъ мв получимъ, удвоивъ объемъ правой 
части кольца. Согласно зам чан1ю'2 имёемъ: 


& ® 2 ем, 
т (9: - у,)ах = 2 ве у= —х* ах 
ыы а т 
8кв 2-х’ 4х = Вкв | И.В? агсз1п (5) + 
—=---- 2 
Их р =] = кв. т = щек? = дВ?.2дЬ. 


Изъ послёдняго вБражен1я видно, /что объемъ кольца равень 
произведен1ю площади вращающагося круга на” длину окружности, 
описываемой его ‚центромъ тяжести около оси 0%. Этотъ резуль- 
татъ оказывается справедливвыь вообще для всЪхъ т&лъ врацен1я, 
&акъ доказьвается сл®дующей теоремой: 


= 


и 


+ 
1 


Рворема Гюльдена 1. Объемъ, полученный отъ вращензя пло- 
‘ской фигуры около данной прямой, лежащей въ ея плоскости, ра- 
зенъ произведен1ю ея площади на длину окружности, описанной 
нтромъ тяжести врацающейся фигурь. 

Очевидно, что мь не нарушимъ общности разсужден1й, принявъ 
ось вращен1я ось Х-овъ. 

Пусть данная фигура ограничена (см. черт. 165) сверху кри- 
вой лин1ей 


У = Е, (х), 


снизу кривой 


и 


У Е.(х). 


Нашу теорему мы докажемъ, исходя изъ слёдующихъ соображё- 
Изъ механики извёстно, что если дана система матергальныхь 
къ (см. черт. 166) М,, М», Мь, массы которыхъ ш,, щ,, 

10 центромъ тяжести всей системы называется такая точка, 
рдинаты которой удовлетворяютъ равенствамъ 


Мхс = шах, + Щьх» * Шъхь 


Мус = шлу: + щьу, + му, 


о означающимь, что статическ1й момент общей массы М воёхь ма- 
. _терзальныхъ точекъ стносительно любой оси равенъ сумы стати- 


‚ческихъ моментовъ всзхъ тачекъ 


у 


системы. 


а 


тие, ОДНИ 


Черт. 


Черт. 166. 


Обозначивъ черезъ у 
ИМёТЬ 


Е 


165. 


Согласно этому опредёлен1ю, 


назвать массу площадки, — выдё- 
ленной линями Х=х и Х= 
= Х]+:, Черезь м; и ординату 


ея центра тяжести черезъ Ая 


ыБ получимъ ординату центра тя- 
жести С всей фигуры, масса ко- 
торой М, изъ уславуя: 


р-\* 
УМ = Пред. 2 в. 
0=% 4=0 
массу 1 кв. единипы фигуры, будемъ 


М = 9%, 


гдь © площадь всей фигуры, и 


М. № [ср С. 


#:(х)1 + :} Ах, 


такъ какъ въ предл площадка обращается въ прямую длины 


(ку) 


Ордината же вьд®лённой площадки безконечно мало отличается _ а 


= Е,(х:). 


д 26 


= 869 ;- 


0тъ ординаты середины ея лввой ‘стороны, такъ что 


р: А 


Составивъ теперь произгедене 
(1). #2(%;:)°- #,(х;)* 
о + 4 
и просуммировавъ его отф 1 = 0 до 1= 0-1, получим въ предёлё 
з Ь 
Уст = "/ [4.(х)* > 1,5] ах 
а 


сокративъ на у и умнохживъ 00% части равенства на Эк, полу- 
чим 


ь 
2 .Ус,@ = ый [4,(х)* - Е.(Ю ах = У, 
а 


Примьфъ 1. Эллипсъ съ полуосями а и п, какъ угодно рас- 
положенный относительно осей координатъ (лишь бы площадь его 
не пересзкалась осью 0Х) вращается вокругъ оси 0%; разстоя- 

н1е центра его до оси ОХ = в. 

Найта объемь тёла вращен1я (см. * 
у 

черт. 167). 


Я Ва основания теоремы Гюль- 
дена иыземъ 
У = паб.2к.в. 
| 
о А в 
Прими» 2. Пиклоида (см. 
черт. 168) вращается около оси 
. в е- 
Черт. 167. 01. Найти объемъь тзла вращ 


ня, 
Центръ ‘тяжести площади пикдоидь очевидно хежитъ гдё- либо 
ва прямой ММ, стстоащей оть 0Х на разстояя!и = па (половина 
основан1я циклоиды). Поэтому 


\У -=. Зка*.2.па = 6, а°. ' 


_ "ВЫСШАЯ КАТЕНАТНКА". Проз. 4. А, АДАНОВУ. Листъ 24 


Черт. 168. 


Примтрь 3. Найти коордииету Ус 1ентра тяхести площади 
циклоилы (сы. черт. 169), пользуясь теоремой Гельдена, 

По теорем Рюльдена объ- 
еыъ, полученный отъ враще- 
и1я пиклоиды около оси ОХ, 
иизеть слёдующее выражен1е: 


Я = 2лу.0. 


30 У и О намъ извёстны 
(см. прим. 3 въ начал$ $4 и 
примбч. 2 $1); именно 


У = 6*а° 


@ = За”. 
Черт. 169. Отсюда 
у 5п?а ь 
мы м Ц ИА, 
У 29 па? мы 
$ 5. 
пы 


Ловерхность пзла вращен4я. Теорема Гюлъдена 11. 


Опредилан4е. Всличиною поверхности вращен1я называется прв- 
дзль поверхности, полученной отъ вращензя ломаной лин4и, впи- 
санной въ данную кривую 

ии, 2х), 


мы 


при неограниченном увеличен{и вя сторонъ и уменьшенли каждой 
до нуля. 


?вофема. Величина поверхности вращен4я выражается опредЁ- 


.ленньмъ интеграломъ 
ще 5 
у. т ах = = уд$. 
Иа а 


Доказательство. Пусть аб- 
сциссы вершинъ ломаной лия1и 
будуть 


ке 23» Же Жаа» ый 


нвзовемъ 


+: - 247.058 


Поверхность вращен1я прямой 
М.М;,, есть боковая поверх- 
ность усёченнаго конуса и по- 
Черт. 170. тому равна 


= №, ар: Ива уз Ая, 


Уд = (жай - #(х:). 
`Въ салу посл®дняго равенства можемт написать 


= м. т у: м у ва 


== -=+444 


= 2 | (4) ут ор 


„Вся поверхность равна: 


ты 0-3 —-=----- 
> ре, #3 = 1. С И 
0=® 1=0 и=® 1=0 


|] == 
= ак | Е(х) Ут+Е'(х)* ах. 
а 


Зампчанае. Если вращен1е происходить около оси У-овъ, и 
* 


ыы 


х= (у). 


есть уравнен+е данкой кривой, ‘то поверхность вращен1я (чертехжь 
171): С 


а а --— 
3 = м ] х4$ = ак об). 1+ф'(у)* ау. 
Ч в 


Черт. 171. Черт. 172. 


Пфимвръ 1. Найти поверхность\вращен1я циклоиди 


Хх = а(% -|.З3а %) 


у= а(1- Сов ®) 


около оси ОХ (сы. черт. 172). 
Для искомой поверхности имземъ формулу 


Ь 
5 = м ] у4$. 
з а 


33 = у + ау’. 


Дифференцируя х и у, получимъ: 


боставимъ 


ах = (1- 008 /аь 


ау = а.340 %.4%. 
Далзе * $ 
ах" + 47" = 2а*4540? /,.90° 


43 = даа М,.а%. 


„Дая зычислензя $ можно взять дважды интеграль отъ 0 до 
п, вслфдств1е симыетричности циклоидь относительно средней ли- 
ни: 
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к + к 
Зы 2.2" || а(1-Соз%)2а.510 “И ,.а4 = звка"/` Заз, „аз. 
о ; о 


Положивъ 
$ = 24 49% = 24и 


и изыёнивъ предфлы о 9 жк ча От р получим: 
у 
= за" “ззабийы = З2ла” И, = "Я, а, 
о 


Вримиръ 2. Найти поверхность, образованную вращен1емъ 
ружности 


ок- 
хе + (у-1)* =. 8? 


около оси Х-овъ (сы. черт. 173). 
Рёшивъ данное уравнен1е относифельно у, 
чен1я для у: 


„У: = ‚-е- 
у. = В+ у" - =. 


Полная поверхность будатъ равнязь- 
ся сумы двухъ поверхностей, об- 
разованнахъ верхнер и нижнею ‚ча- 
стями окружности, но, всл®дств1е 
Чера. 173. симыетричности этой окрузности от- 

носительно оси О\, момно ограни- 
читься вычислен1емъ поверхности, лежащей по правую сторону оси 
01 и удвоить результать. Такимъ образомъ 


в ОВ 
[ 25, ./ у, 
о в 


Найдемъ выражен!е дифференцгала дуги. Имфемъ 


вайдемъ два зна- 


Е в 
8 = 2. | у:а3, + 2.2 ] у,43, = 4к 
о о 


45° = ах’ + ау* 
у=ь* у» 
-х.ах 

Чу = Е ее 
81-х" 


При возведенфи въ квадратъ 4у знаки ыа дадутъ знакь + 
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и, слёдовачельнс, 43, и 93, называются равивыи. Итакъ 


› > НЫ * 
ах +6 = [ з Рос &х*; 
48 | 
в Вах 
ре и (уз уав = [вав} а 
а э 8? — хе 


вЫ. м 
= лав этот | =/ 4к*®оВ = 2и8.2щь. 
Е: 


Поверхность вращеная окааалась равной произведен1ю изъ дли- 
ны врацающейся окружности ‘ня длину окружности, которую опиои- 
ваетъь центръ зращающейся окружности при вращен1и около оси 0%. 
Этатъ результатъ ость частйьй случай 2-ой теоремы Гюльдена. 


Теорема Гюлъдена 11. Поверхность, получаемая стъ вращен1я 
дуги плоской кривой сколо данной прямой, лежащей въ вя плоско- 
ати, равняется произведен1ю длинв этой дуги на длину окружно- 
сти, описанной центромъ тяжести вращающейся дуги. 

Принявъ данную прямую, оксло которой вращается данный от- 
р&зокъ кривой АВ (ом. черт. 174) за ось Х-овъ, составимъ вы- — 
ранен1е статическаго момента этого отрфзка относительно оси 0%, 
для чего будемъ разсыатривать кривую, какъ предзль вписанной 
зоманой линйи. Имземз: 


Дл. хорды ММ а = у 


По самому опредфлев1ю пентра тажести дуги имземъ; 


= 43. 


о-з 
3 
Ус-\.5 = 1ред. & баз, 
== 1=0 


гдф У означаеть массу единицн длины кривой, 5 -- длину дуги 


АВ; и ус’ - пентръ тажести хорда М.М, ,. 
Такъ кВКЪ 
(1) У} + 54+: -. 2; * ДУ 
уе = Ааа = а, 
то 


О Ы: Ни 5 
Ус-у.5 = 1ред. Ву 21: Ах} + ду = .] уаз. 
а 
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Сокративъ на у и умноживъ на 2п, получимь 


Ь 
к.Ус.$ = о] У9$ = 5. 
у а 


| 


Черт. 174. Черт. 175. 


Примиръ. Опредёлить центръ тяжести дуги циклоиды (см. черт. 
175). 


Зная, что поверхность вращен1я циклоиды около осв 0Х 


а 
НЫ 


и что длина полной вётви циклоидь 3= Ва, на основанфи 2-ой 
‚теоремы Гюльдена имземъ 


А 


ГЛАВА 11. 
ДВУБРАТНИЕ ЯЕТЕГРАЛИ. 


$1. 


— 


Вырожен1а объема двукрашнымъ интезраломз, 


Положим», что намь задана поверхность (ом. черт. 178) 
й=-2(1, №), 


и на ней нЪкоторьмъ контуромъ (С ввдфлена опредфленная часть. 
Пусть уравнен1е проекци с 
в контура С на плоскобеь 207 
будеть 
Р(Х, 1) = 0; 


это будетъ выфстВ съ `т%ыъ и 
х уравнен1е саиого проектиру- 
ющаРо циливдра. Требуется 
опредёлить объема, оврани- 
ченный свёрху данной поверх- 
ностью, съ бововыхь сторонь 
цилиндром и сннзу пдобЕа- 
стью ХТ. Пусть плоскость 
заштрихованнаго с\чен1я ии 
„Черт. 176. шего объема плоскостью Хх 
будет 0(х), РД х= 00,. Тогда по $ 4 главы Т: 


ь 
ф 0(х)ах, 
а 


ба В Ь, 


ГАВ 


Для вычислен1я объема намъ нужно знать площадь 0(х), какъ 
функиаю х. Для этого разсуждаемъ слвдующимь образомт, Лин!я 


= 1977: 


Р@ опредфаявтся, какъ пересёчен1е поверхности 


+) #0, 1) 


в плоскости 
& =. х, 


Представаяемт это пересйёчен1е для ясности на отдёльномъ 


‚Ч6ртежв (сы. черт. 177). 


Уравнензе лин1и РО въ плоскости ‚овченая #,,0,, 1, будетъ 
й = Ех, т) 


# поачому площадь сёчен1я 


86 > 
0(х) = . #(х, 1) 47, 
1=0:К 


гд8 О.К и 0, суть эначеная 
1, получаемья изъ урав кон- 


тура о 
ВХ, 1) =0 
Черт. 177. при Х= х,. полохииъ 
+. * 
У: = фа(х) = 0,к, 
1, = ф,„(х) = 0,5; 
тогда х 
У=ф#(х) 
0(х) = Ех, а? 
1- 
ь фз(х) 
ь 9+(х) 
у -) И КЗ а», 
обет 


причемъ, при интегрирования по у, х ‘считается постояннвмъ. 
Есаи перес®чемъ данное т%л0 плоскостями || 207 (см. черт. 
178), то искомый объемъ будетъ равенъ 


‚ Ра 
=] 0,(5) ау, 
с 


тдз 0,(5) есть площадь свчен1я нашего объема плоскостью 1=у, 


а: 1-6 
выраженная въ функц1и отрёэка 00, = у. 
Уравнен{е лини Р,9, получится, если въ уравнен1и 
Я, №) 


положить Т=у, стакь что й-= #(1,у) представляеть уравнен1е 
лин1и Р,@, въ плоскости сЯчензя. 


Черт. 178. 


Тогда для площади 0,(у) имёемъ выраженёе: 


20,6. е 
0,(у) = Х (К, у) ах, 
2=0,5, 


гд8 О.К, и 0,[, суть значеная Х, которня получаются изъ 
уравнен1я контура о: к $ 
Е(Х, \) = О при 1=9. 
Пусть 
О.К, = (У) 


ОБ, = ч,(у). 


Подставляя эти предёль въ выражен1е интеграла Ц,(у), по- 
лучимъ: а 
0,(х) = Е(х, у) ах. 

х=уз (у) 


х 379.- * 


Я - рж=у» (у) 
У = ] Й г(к,здак ву, 
с Уж. (У) 


причемъ, при антегрирован1и по х, у считается постояннымъ 
числомъ. 
Йзакъ, искомый объем \ иметь двоякое выраженте 


ь У=ф+(х) а х=у» (у) 
1(х,у)ау |ах ре Е(х, у) ах! ду. 
а Шур: (х) с Ыж=у, (у) 


Этн выражен1я отличаются друг сть друга порядкомъ интегри- 
рован1я; въ первомъ выражен1и снерва интегрированае производит- 
ся по у, разсматривая *х какъ постоянное, и потомъ по х, во 
второмъ иаоборотъ. 

Изъ предндущаго видно, что вообще измфкен1е порядка интег- 
рирован1я измёняетъ и предфла ивтеграла по каждой букв. Только 
въ одномъ случа предзлы не зависятъ стъ порядка интегрирова - 
в1я, когда контуръ с прямоугольникъ со сторонами, парадлель- 
ными осямъ координатъ (сы. черт. 179). 


Объемъ тёла: 


Черт. 179. Чер.180. 


„Въ этомъ случа 


ль гла бер 
г - [ке о > [ааа 
а < с ы 


Примпфъ 1. Вычислить объемъ, ограниченнай параболоидомъ 
# г 


РИ ох 


{ 9 
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щилиндромъ 


И ПЛОСКОСТЬЮ 


„Вся дотв1е симметричности параболоида (см. черт. 180) от- 
носительно двухъ координатных плоскостей мы можемъ ограничитв- 
ся вычислен1емъ 7, всего объема, лежащей въ 1 углз. Производя 
внутреннее интегрирован1е пс у, мы будемъ имёть предёлы интег- 
рирован1я для у: 


О и к #- х"; 


предвль по х будут О и В. 
„Факимъ образомъ: 


ив х?* а » 
- Л Й (се *— + + ву]ах. 


Выполнимъ сначала внутреннее интегрирован1е, считая при 
этом х постояннымъ. Имфемъ: 


ув *-х* я + 
] =. ч 
а Ра 
а р р РЕН 
- Уг-е 6. (ая) *=]. | 


и 
о" 
< 
+ 
й 
1”» 
< 
+ 
52 < 
Е: 
в 
° < 
20 
1 
х 
и 


"| тяни ‚ЕЕ 
О 8-х? ах + 4|- - — х /5*-х* ах. 
[ 39 / у ? За 5 

Для упрощен1я выкладокъ вычисляемт сперва второй интегралъ, 


который, какъ увадимъ ниже, приводится къ первому. Имёемъ, ин- 
тегрируя по частямт: 


Г“ У" га = Па" - 5%] 
 [- 9-2 Е: В мы 


= Ва 


В а, В 
2 ый ВСВ к?) 2 ах — $] х*(8*-х®) ан, 
З/о х Зо 


В? 


52 5? Е > 
ава - 8-х" ах = 
344% | { т у 


Примьръ 2. Поверхность 


И г. Зо (т) 


` образуеть надъ плоскостью ХОТ безчисленное множество ходмо- 
образныхъ возвышен1й, опирающихся на прямоугольники, которые 


образуются прямвии 
Х 


-< 


ка, 


ь, 


х 


и 


(к+1а, 


а 
и 


(1+1)5 


(К и 1 цёлья числа). Найти объемъ одного такого возвышенйя. 


Черт. 181: 


Здёсь контурЪ о есть пря- 
моугольникъ со сторонами |{’ 
ными осямф координазу, причеыъ 
длины сторонъ равны а и Б; 
предёлв иктегриравандя будутъ 
постоянны: 


ОСжь 


(или ка и (%+1)а по 
16 и (1+6 -- лоу). Иоко- 
мый объемъ 


у = = |. Л аа | За”) ах 4х.. 
о „ 


Лакъ какъ внутреннай пртеграаь во ут есть постоянное чя- 
| 


78988 = 


бло, то можно его вынести за знакъ интетрала по х, и тогда 
У представится произведенаемъ двух простьхъ интеграловъ:” 


а Ь 
з. 10?) ах 5 Зав”) ау. 
о а С ь 


а 
Полагая х= А иибемъ: 


а \ п у 
ь Запах = "р 3104.45 = 
о а КИ. 


К 1- С0з2 1 К 
- 2] и Мое ] на. 
по и |2 24 о г 


Точно такъ же 


У 


в] 
. п. Ь 
у Зета) ау Е 
° 
и 
У = 2 а6с. 
$ 2. 
хх 


Выражен1е площади и объема въ види предтла двойной сум- 


мы, зависящей отъ двухъ перемпнныхъ. 
Пусть уравнев1е поверхности будетъ эл = 
2 = #(Х, 1). 
Уравнен1е контура о :- 
РД. 9 


причемъ предполагает- 
ся, что это уравнен1е 
можеть быть рёшено 6- 
носительно 1, и 1 
имзетъ два значен1я: 


1: = 9:(х), 


1, = фз(х).. 


Черт. 182. Положимь для опредё- 


- 383 -- 


ленности, что 


т 
Проводиыъ радъ плоскостей || 07: 
х = а, Х,, Ха, -.. Ху» Хуа» ›.. Хуа» Хы = В, 
и другой рядъ плоскостей || 0%Х7: 

о Иры ›.. Учат 
Назовемъ 

Ж-х: = 4х; 

У]+: - У; = 4. ; 
Тогда площадь заштрихованнаго прямоугольника будетъ 


Творвжа.. Площадь ©, 


Х0{, опредёляются, 


а = 


= 


Ах; .Ау;. 


1 ред. 


п=> 


8 ред. 


п-=® 


„Зерт. 183. 


сгравичениая контуромъ 0 и 
У, ограниченный данной поверхностью, пилиндромъ 
какъ предёлы 


объемъ 
И ПЛОСКОСТЬЮ 


сл®дующихъ сумит: 


; 


29.59; 

р 

2 Ех], уж: Ау}, 
3 


причемъ въ обфихъ суммахъ 
сумиирован!е распространя- 
ется лишь на т8 прямоуголь- 
ники, которые хотя частью 
лехжатъ внутри контура од. 


Доказательство. Обраща- 
ецся сперва къ сумм& 


28 4х; Ду). 


Вудемъ суммировать элемен- 
тарине прямоугольники, 60- 
держащ1е общ1й множитель: 


Ах} = жа - Хх. 


= 384 :- 


Вьнося 4х{, какъ постоянное, аа знакъ второй сумив, за- 
лучимз: 


23 4%;.49; = 2 (4х;.2 85;). 
+9 1 3 
Далфе 
$ ду: 
3 р 


есть сумма высатъ прямоугольников®, лежащихъ внутри полосы, па- 
строенной на основанзи 


4х1 = 0:01»,; 
поэтому 
: ду} = КАБ = КБ: + КК + БЫ: = Ка + 2% ву, 


гд8 А есть положительная правильная дробь, а Ду наибольшее 


изъ Ву. 
Факъ какъ 
0:8; = Ф:(х1), 
0:61 = ф»(х{), 
то далзе 


3 
Отсюда иыфемъ 


2 49} = О; - ОЗ: + 21Аду = фь( жа) — 9.(ж4) + аду, 


22 4443} = 2 аж.) - в.а) * Ая =, 
13 и 
= 8 $,„(х:) - ф:(х:)]Ах; + 204у $ Аж}, 


гдё 0 меньше наибольшаго изъ всёхъ ад . 


Итакъ 
5 пе: 
пред. 52 Ах; ДУ} = 1209. $ [фь(х1).- 93(х1)1 Ах] + 
= . 1=% 120 
п== 
1-3 [о 
+ пред. 20 Ау. 6х} = Г [9„(х) - фа(х)] ах, 
1== 1=0 а 
п=< 
такъ какъ п-* 
1рвд. & Дж = Б-а 
1== 120 ^ 


190. Лу = 0, 
1 
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и потому а 
Пред. 29 ду. Ах = 0. 
п=® ^ 4=0 
Сл&дозательно: 


пред. Х 2 Ах; Ау; = 0. 
419 


Обратимся къ доказательству второй части творемв. 
Обозначивъ объем призматическаго т%ла, посзроеннаго на 
плошадкв Ах;.Ау;, черезъ У, докажемъ, чт0 искомый 065- 
емъ 
У = 120. 559}, 


п=° 


щ=° 


причемъ суммирован1е распространяется лишь на 18 элементы 
Ах; .5), которые хотя частью лехатъ внутри контура с. Въ са- 
момъ дл&, разность 


89: -У < (224.45; - ЧЁ, 
ГДЕ 
(22 Ах, .4у; - ©) 
есть сумма площадей, выступающихь аа ковтуръ од частей погра- 
НиЧнНЫхь одементовъ, а {о есть наибольшее значен!е = для 


этих пограничныхь элементовъ. 
При переходз къ предзлу имземъ 


рад. (Е Ах; .Ау, - 0). = 0 


такъ какъ выше доказано, что © является пред®ломъ двойной сум- 
мы 22 4х;.Ау;, а, слёдовательно 


Пред. 55 т м. Ма 


Нусзь Р:,) и 21,3 означаютъ наибольшее и изименьшее 
звачен1е #(х,у) при 


ПА 


Хх. 5х $ ку 


7) 


вл 


иА 


У = У)+: › 


т.е. на площадкв Дх;.Ду;; тогда имфемь очевидное неравенство: 
Е В В а Те 


=----------------- 


*ВЕСИАИ КАРВИАТНКА®. Проф. 4. 4, АДАМОВЪ. Листт #5. 
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Отсюда У:,3 = произведеню Ах;.ДУ; на нёкоторое среднее 
значон!е Е(х‚у) на площадк® Ах:.4у), которое по непрерыв- 
< ности функцаи Ё(х,у) безконечно мало (на 21,1) отличается 
сть значен1я функц!и Р(х:, У})› т.е. 


У.) = А.А) ИО, у)) + 21,31, 
‹а полный объемъ 
У = пред. 25 1,3 = 
= 2260, 23 (кз, У))Аж:.Ау; + прод. 8 е} }.Ах;.Ау.. 


Пусть е будеть наибольшее изъ вс®хъ #1,) по абсолютному 
значен1ю. Тогда 


|» 21,3 -Аж1-ду; | < е.25 Ах; .45), 
откуда 
пров. | 25 21,9 -Аху. у; | 3 пред.в. Пред. 28 Аж .ду; = 
= 0.9 = 0, 


У = 1ре9д. 2% Е(х;, У)).Ах1 ду}. 


Въ $ 1 мы нашли выражен1е \ въ видё двойного интеграла, 
разсматриваемаго какъ результатъ двухъ послвдовательныхъ про- 
стьхЪ интегрирован1й надъ функшей Ё(х,у)ах ау: 


У = Ле», У)4х ау 


(предёлы для краткости не выписаны); теперь мы нашли веражен1е 
У въ видБ предзла двойной сумыь, такъ что мБ мохжемъ написать 
равенство 
ред. 2% Ебх:, у.)Ак. Ау, = р: Ех, у)ах ву, 

0=® 1] 

1=® 
которое даетъ новое опредьлен1е двойнего интеграла‘ - какъ пре- 
д%ла двойной суммы, зависящей оть двухъ перемяньыхь; это опре- 
дфлен1е аналогично опредёлен1ю простого интеграла какъ предфла 
сумы: 


Ь 0-1 
. р Ех)ах = пред. Х Е(х,)х. 
а . 0== 1=0 


Въ частности, при 


ев "= 


Е(х, у) =1 


получается представлен1е площади двойнвыъ интеграломъ: 
9 = У а» 49 = Пред. Я 4х; 45. 


8.1) 
щ=> 


$ 3. 
и 


Преобразованае первипнной подъ знакомъ двойнозо интел рала. 
Выражене площади и объема в% криволинейныхъ координатах. 
‚Въ $ 2 мы дёлили площадь © на безконечно малые элементы 
прямыми, ||'ми осямъ координать, т.е, прямыми, уравненая кото- 
рыхъ бвли 


Х = лося, 
У = пося. 


й тогда безконечно малые элементь имзли форыу прямоугольникоавъ. 
Введемъ новныя координаты и и у, полагая 


х = (и, м) | 
у = ча, у), 


причемъ предположимъ, что эти уравнен1я рёшаются стносительно 
Ш Ш У т.е. что дву возможно| выразить въ функци хи 
„тогда, по заданнниь х и у найдутся и и У и обрат- 
лакъ что задан!е и и у опредёлитъ положен1е ‘точки на 
скосзти, почему мы и можемъ назвать и и У координатами 
ки. Вудемъ дёлить площадь © на безконечно малые элементы 

выми, уравнен1я которыхь 
р 


пост. 
У = поса. 


которыя называются коофдинатными линфями новой системы. Урав- 
я этихь лин1й въ пряноугольньыхь координатахъ получаются 

. Уравнен{е лин1и ц = ц, получается въ прямоугольныхь ко- 
жатахъ путемъ исключен1я у изъ система 


Уравнен{е лин1и у = ч. получается путемъ искдючен1а и изъ 
системы 


х = (6, чо) 


У = ч(ы, чо), 
‚Что давтъ 


и,(х, У, Чо) =0. 
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х Ф(чо, 9) 
р у У(ц, 9), 
что даеть 
ы.(х, у, щ) = 0. 
Примпръ 1. Найти координатныя лин1и полярной системы | 


х = г.Сов 0 | 


у = р.51а 0. | 


Уравнен1е координатной лин1и г = го получныт, исключая 9 | 
изъ системы: 


х = ГоСоз 0 


у`= рва о, 
что даатъ намъ 


т.е. окружность радфуса г. съ центромь въ начал» координатъ 
(см. черт. 184). 


у Координатная линёя 9 =@, по- ^ 
лучится исключенемь г изъ си- 
стемЕ 

х = г.Соз 9. 

| -: = У = г.540 6..; 

зто даетъ 
у=х. 4 0. 
„Черт. 184. - прамБя, проходащ1а Черезз нача- 


ло подъ угломъ 9. къ осн Х-овъ; 
при 9 =0 получается 03, при 9= °/,- 01. 


Примаръ 2. Дана система 
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х = ар.Соз ф 


у = Бр. 511 9. 


Найти координатнвя лин!и. 
Полапая р = ро и исключая $ и8% системы 


х = ароСоз $ 


у - гл. З2а ф, 
 получимь 


Это эллипсы съ Лентромт 3% начал» координать и съ полуосями 
ар. и Оро . 


Полагая ф=ф.о, получимъ: 


х = ар.С0$ Фо 


у = ор. 51а фо, н 
откуда находимъ % 


у = ы х 
3 Фо. 
- ато прямыя, проходящ1я черэзъ начало и наклоненныя къ оси 0х 
подъ углом а, для котораго 
^ ь 
аа -= - 1 9; 
а : 


при ф= О получается ОХ, при 9 = м - 9. 


5 


„Черт. 185. Черт. 186. 
Примеръ 5. Кана система: 
х = ар.Соз*ф 


у = вр. 510 *› 


чево: 


Эдвсь лини р = ро получаются исключен1емь Ф изъ систе- 


ыы х = ар.Соз* 
У = БроЗ1п*ф 
я булутъ 
НЫЙ 
Эро  Бро 


„т.е. прямья, параллельныя между собою и отс®кающ1я на осяхъ ко- 
ординать отрёзки аро, Ъро; 
Лин1и у = фо получаются исключен1емь р изъ системы 


в х = ар.Соз*9, 


у = ор.310°. 
и будутъ 


5 2, 
у = = 6-х 
а 
т.е. лучи, выходящ1е изъ начала и заклоненные къ ОХ подъ уг- 
ЛОМ 4, ГДЬ 


Ша =- 12%.. 


юге 


При $ =0О получается ОХ, при ф= т 708 

Важно замвтить, что считая р> 0, мы помощью атой систе- 
мы можемъ изобразить только линфи, лэжащуя внутри угла между 
положительными направлен1ями коордикатньхъ осей, такъ какъ Хх 
и у вьходять всегда 395. 


Примьь» 4. Дана система: 


х = ар.Со5°о 


У = р.510°. 


Здёсь лини р= 0. будутъ 


У. й 


1.6. иыфоть фориу астроидьы съ неравными полуссями: ар., Бро; 
лин1и $9 = фо будутъ лучи 


5 з 
ыы 5 Зо.х, 


ВУ 


которБе наклонены н= 0% подъ углемъ 


а = асы [2 ча», |. 
а 


При ф=О выходить 0Х и при ф= т — 0. 


(@,0) т 


Черт. 187. Черт. 188. 


Примпръ 5. Дана система 


аа 
ая а 
АУ ° 


Лин1и и = ц, получаются исключен1ем» у изъ системы 


х = ЗерБх - 
бот 
Е. а 
Е. 
и будуть 
хе Ущ, 


т.е. прямыя, проходящая черезъ начало. 
Лин1и У = у, получаются исключен!еиь и изъ системы 


ао 
х. = — 


у +\% 


| 


+ 


в будуть 2-х = У5у, т.е. прямыя, проходящая черезъь точку 
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(а, 0). 

1. Найдешь выражензе плоади в5 криволинейнихь координа- 
тахъ. Для этого составляем выражен1е безконечно малой площад- 
ки ММ.М,М, (сы, черт. 189), образованной пересйченуемъ ко- 

ординатныхь лин1й 


г и, ц+ди, у, м+Ду. 


чае Е ая : Тогда координаты вершинъ ея 
Г НН ] ы будут: 
| - Тр уж 
`/+ НЫ Мо: Хо = (и, у) 
Ку АЙ 
7 1 У = (и, у). 
рая | 
; 
№ ив. У: х, = Ф(ц+Аи, у) = 
у 
2 9(а,ч) + 2 ди = 
Черт. 189. 3 
ее ИО Зы Аи 
э Е] 
у, = ч(и+ди, 9) = (а, у) + 5 Визу, + 5 ди. 
: ое 
М»: х, = 9(и, у+Ду) = ф(а,у) + 2 Вуз ж + Я Ау 
Е : те 
з : 
у» = у(и, у+Ду) = у(ш, у). + 5 АУ = уо + 5 ду. 
2. З 
Мь: х. = Ф(и+Ви, у+Ау) = Ф(и,у) + > ди + 5 Ду = 
3; 
= х + 5 Аи + е ду 


Уз = ч(ичди, у+Ду) 


Ш 


Эу Зу 
м). + —- Да + -—- уз 
и, Эду 


эу ЗУ 
= + — + —Ы, 
Узи = ЗУ 


ЗАЗаь знакомф = мы обозначимь приближенныя равенства, такъ 
взкъ пря разложен1и въ радъ мы ограничиваемся безконечно малы- 


ыы бы яч 2. бен ва 
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ми 1-го порядка, отбрасывая бесконечно Малья высшаго порядка. 
Соединивъ точки М., М,, М,, М, прямыми лин1ями, МЫ пПолучиыъ 
4-х5-Угольникъ, который, какъ сейчась покажемъ, будетъ парал- 
лелограммъ; дЪйствительно, его противополохныя стороны равны и 
параллельны, наприм$ръ: 


„Въ самомъ дёлА 


Ал. Мом. = уж" * (у:-Уо) * ; 
угловой коэффиценть прямой М.М, равенъ 


У: - 5% 
х: - ю 


ом ным = Ук + я, 


угловой коэффицаентъь прямой М,М, равенъ 


Зи 
ха х» ° 
Во 
Э 
ху-Ко 2 Хь-х, = 5, Аа 
у 
си о а 
У: = У» = 3 6, 
сл&довательно 


94.МоМ. = дл.М»Мь = 


# ихъ угловые вкоэффип1енть равны 


Площадь параллелограмиа М.М,М,М,» = 2 площадям треуголь- 
вика У.М,М,, слёдовательно, площадь 


М.М.М.Мь = 2.7, [(жу-жо)(уж-Уо) = (ух-уо)(хи-жо)] = 


за. 9% о бы аи |= 
ми ими 


|. - м | ще. 
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Площадь криволинейнаго элемента М.М,М,М, будетъ стличать- 
ся на безконечно малую высшаго порядка, т.е. можетъ быть пред- 


ставлена въ вид%: 
| в | + .] Аи.Ау, 
ГВ ар г 
За 3 
3 = 
| и и 
ЕР Зу 


Вырахев1е |3| въ честь Якоби, который первый разсматря- 
валъ так1е опредлятели, называется „якобфанъ” или „фуннуло- 
нальный опфедвливель" криволинейной системы и и у. 

Вся площадь © внутри контура с будетъ равна 


Я = 1рвд. 28 [1 +=} Ви.Ау = 
пу 


Пред. 53 || дм.Ау = 4 121 ам а%, 


причем» пред®ль интегрирован1а устанавливаются такъ: изъ урав- 
нен1я кситура с: 
Ф(и, у) = 9 


находимъ два значен1я у въ функц!и отъ 0, это будуть пре- 
дЗлы интегрирован1я по у; предёлы же интегрирован1я по и бу- 
дуть постоянными и опредёлятся значен1ями и для т%хъ коорди- 
натныхЪ лин1й, которья касаются кантурз о. 


3, 
Прииоръ 1. Опредзлить /, площади круга рад1уса В. 
Введемт координата 

х = г.05з 9 


у=г.54в 9. 


Тогда искомая площадь будетъ равна 
=] у | аг.ав, 


Соз.0.г.С0$ 9 + г.3З4а 0.510 9 = г. 


(= 


ГДВ 
эх ЗУ 3х ду 
9г'49 29° Эг 


При интегрирован!и ло г арб будуть {сы. черт. 190) 0 


и В; при интсгрирован1и по 9 - би /..' 


3 
Шримпръ 2. Опредёлить площадь /, эллипса съ полуосями аи 


Введя координаты 
х = ар.Соз ф 


У = 6р.51щ ф, 
находиыъ, что 
о м БУ зр.4, 
_ Гд% 
| Эх ду эх эу 
23-5 - 5.5 = а.Совф.5.р.Созу + ар.З1 1.6.3100 = 
=> Ф.Р.р.бозр + ар.З1пф р 


= ар: 


Черт. 190. Черт. 191. 
Такъ какъ координатныя линза и (см. черт. 191) будутъ 
| к + 5 #116 
а* 52 
==, 
то предёлы интегрирован1я будутъ для р -- бы ео - 


к 
0.н /, . Следовательно 


21398 — 


й й Е 
е = Е "(Л“авр.ар)4е - бар Яр" ар = 7, а, = И. 
о = 5 


4 


Дримвръ 3. Найти площадь, ограниченную кривою 


го 2-2 › » 
Е РМ 
а ке 
аи В 


Полагая 
Хх = ар.Соз $ 


У = №р.5119 


въ эзомъ уравнен!и, получаемъ: 


® 2 
етот 2 сов" + Е зао |, 
5? к’ 


откуда 
в" 5? 
р=0 и’ р’ = -— 005% + — 310% 
5’ к 


`- это будутъ предвлы интегрирован1я по р. 

Чтобы найти предзль по $, замётииъ, что наша кривая замк- 
нутая и дёлится осями координатъ на 4 равнья части. Веря У, пло- 
щади, заключенную внутри угла положительньхь осей, мы должны 
предёлы по ф взять 

$=0 {ось Х-овъ) 


ф = г (ось У-овъ). 


Итакъ, искомая площадь 


7, {2 й 
а = У [ыььлья = “» 7 ре = 
о о 6 
у ? 2 2 » 
= Заб у Сов? + 2 зао] 9 Ен | $ 
я в2 к? 2 5? к? 
такъ какъ уд й а = 
р. Соз*р „ар ; Зи. = 1. 
о [2 


Прими 4. Найти площадь, ограниченную кривою 


[# 2; В ЕЕ 
2.10% Ве: 
Полагая 

х = ар.С0$ ф 


У = Бр.51а ф, 


получаем изъ предьдущаго уравнен1я 
# ? 
р* = р" ыы Соз*ф - г 50% |, 
ве к 
сткуда 
а ь* 
Г —$ 60° - —; 310*› 
Б К 
37° предзлы интегрированзя по [ 
Что касается предзловъ по $, ‘то замтимь, что наша кри- 
вая замкнутая и дёлитоя осями координать на 4 равныя части; 
предЗая интегрированя по ф для У, площади будуть: 


| ак 
$=0 и ф=рфо = агсив (= , 


лакъ какъь р*2 О при | 


а р ‚> 
— Соз*9 - З10'р = 0 
| ь" Г ‘ 
откуда 
22 ак 
т 4 = 
о 
Изакъ 


Фо /”Р Фо 
@ = ‹] Й абр.ар.4ф = 2» р" = 
о о о 
Фо 2 > Фо [-. 2 
> 2» ]| | Соз"ф - =. зао] 2 ] Е (1- 
о |] к о. ИИ 


ь* > 
< $#0*%) - к зао] = 225 | Фо = 


> 2 Фо 
Р 3 ВЕ ] 10° „ар | о 
. И ЕЮ 9 | 


`Далъе, полагая \Ш = м, пыфемъ: 


5 ак 
-- | акгсёв (--) Г. 
к? оп 
Принпьъ 5. Найти площадь завитка кривой 
[: + :] =. а 
в 5" 


х = ар.Соз*Ф 


Полагая 


у = 6.510", 


находимъ уравнен!е кривой въ новыхъ координатахъ: 


Ь 
р = = р*З10*ф .Соз*ф, 
с 


откуда 


р=0 и р= г 11 ф.Соз 


таковы предфлы интегрирован1я по р. Предвлы по ф опредёля- 
ются такъ: пучекъ касательныхь въ начал координатт для нашей 
кривой будетъ 


что даетъ 


т.е. оси координатъ, которымъ атв&чаетъ 


9=0 и =", 


310 и будутъ предёль для площади завиткг. Якобфанъ для нашей 


899: 


системы равенъ 


а.Соз”, 5.5310? 
= 2абр.51иф.Созф, 


-2ар.31 р .Созу, З6р.З1ир.Созу 


такъ что искомая площадь 


7 
в = г ). р.З11ф .Созф.ар = “/ = р*Э1пф.Созф.@фр = 
2 о 
Г 2:2 а 
25 шь [^ ® за? ф.Соз°ф, ар = хр &° (1-5) 46. (при 
вт. с* о 


Приипьъ 6. Найти площадь, ограниченную кривою 


хи ух 
=) т =) 


№. 
Полагая 
х |= ар.Соз®ф 
у ее Бр.54а°, 
находимъ изъ уравнен1я кривой 
5% = тома 


предёлы по р будутъ О (начало координатъ) и 1. По ф для 
7. площади предзлы устанавливаются осями координат, т.е. бу- 
дут $=0 иу= /,. 
Якобтанъ системы равенъ 
а.Соз°з , ‘5.310 


| = Забр.310”9 .Сов*у, 
—Зар.Соз*ф.510р, З6р.510*ф .Созф 
Искомая площадь 


вы | Заьр .З10°ф.Сов*р. р = 


= 1285. 7, * 3107ф .Сов*ф.дф = 
К 


- 400 - 


, 
- ‚ ‚оо ие <. ЗИ 
= ва (531°ф - 540“9) = баб т.т | = 
[ ь: т) 4 ВЕ. 3 
№ т Е 
У у Е ; 
И ов 


Принпръ 7. Найти площадь, ограниченную 4 прямыми 
з, 3, 
узх, уч Их, ута-х, уз 7, (а-х). 


Веремъ систему 


у = - ;. 
и ет 


закъ какъ координатныя лин1и ея были 
х = У 
в-х |= 5, 
0 наша площадь огравичена координатными лин] ями: 
у = 1, и=8 
у=1) у= 3 


это и будуть предфлы интегрирован1я по нашимъ перем ннвымъ. Вы- 
числяемъ Якобфанъ: 


ау а_ 
{ин : ия) Е ау +20 д 
аи а т ани (шея) ь 
я (9)? + ан) 
отсюда : 
| Е 
(ш+у)* 
и площадь 


Я -= а ы " а ы 
ц=з =а (+4)° 


Интегрируя-по у,  имфемъ: 


= 401 - 


-}- М" Е 1 
5 (щ+)° | ее а т 


Интегрируя ‘талерь по и, находимъ: 


а о. 
. 2 (40” (4+3) * | 2Еи+1 в*3 1, 


Примьръ 8. Найти площадь, ограниченную параболами 


у’ = ах, у*= ьх (а>ь>0) 


х* = Ву, = ку (#в>к>0), 
причемъ выбрать такф систему координатъ, чтобы предёлы интег- 
рироваз1й были постоянными. 
Координатныя лини одной системы должны быть 


у" = их, 


другой системы 


х* =. чу. 


Отсюда ху = цу и, саздовательно: 
у* = цу, 
т.е. координать должны быть 


Е ВИ 


Якобфанъ › 
т 5% .* 2 г” > 
а 3 3 и 
Бы 2 2 я Г] ь 5 к. Е ы 
| 2 :% 5» 3 С с” 


"ВЫСИДЯ ИАТВИАТЯКА". Проф. 4. 4. АДАМОВЪ. Листъ 26. 


> 02. 
откуда 


и искомая площадь 


а В 1 1 
о -] . = 4.4 = = (25) (В-К). 
х 5 Е 
4=0/ и=К 


Аналитическ1й выводъ формулы У Чх.4у = И 11 9а.4у. 


Дёлая въ двойномъ интеграл ДУ ах 4у первое интегрирова- 


н1е по у, пишемъ; 
ДЛах-у = Е 


причемъ, при интегрирован1и по у, считается постояннБиъ. 


Полагая 
ж=у(а, у) 
у= ча, у), 
ЕахоДимЪ 
э. 5 
ах > Ра + Ра 
Эи Эу 
Э 
ду = И И ах 
ди ду 


Но такъ какт, при составлен1и выражен1я Чу, мы должны счи- 
тать х ва постоянное число, то Чх=0О, а потому ямеит: 


Эу . Эу 
= аа + — 4 
4 Зи - ду 


при услов1и 


Отсюда 


ди = - -— 4% 


= -—- ам 


2803 


если дифференцфаль старыхь и новыхь координатъ считаются числа- 
ми положительными, 10 здзсь 


О 
° Зи 


есть число положительное и можеть быть замзнено его численнымъ 


- значентемъ, и тогда 


1 Лу 


ГД указатель х‚у означаете, что заключенные въ скобки члены 
должны быть выражены въ функШ!и х и у. МЬняя порядокъ ин- 


‘зеграрован!я, получимъ 


р: [| 


| ты 
|9 | Эа х,У 


но, при интегрирован1и по х, мы долины у считать за посто- 
янное и, слёдовательно, ду = 0; тогда имфемъ 


9 
9х = та 4 
Эа 


или, при ах > 0, 49 >00 можемъ написать 
в тогда 


| ду Лем -] НЕ. |5? [вы ду = У д". 
С 


11. Выраженфе объема въ криволинейных» координатах. 


Рвометрическ1й выводъ. Введя координать 


х Ф(и, м) 


у (и, У), 
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мы получимъ уравнен1е поверхности въ такомъ видё: 
2 = 1,5). = Ф(и,у), %(и,9)] = ш(а,у). 


Найдемъ теперь выражен1е объема У элементарной призмы, 
построенной на площадк&, образованной координатными лин1ями цу, 
Цна У) Уджа (ом. черт. 192). 
Величина этой площадки съ тач- 
А ностью до безконечно малыхъ 
высшаго порядка равна 


| 


[25 Чу. 


$ Поэтому мь можемъ написать, что 
элементарный объемъ У, зак лю- 
ченъ между двумя предвлами 


заим. эн. (и, У).. |9 [Чоу < у:, < 


Ч < нашо. он. ш(0,ч).. 101 4и @9, 
ь гд% наименьшее и наибольшее | 
Черт. 198. .: 
й значен1я &(4а,У) взято при 
у 5 и Ша 
т > К Ь 
отсюда ь 
м = ы(и; + дщ:, уу + Ау) )-. 14а ду = [9(и4, 9} +. 
+ 23,7]. 1214 ау, 
Или 


У, = ы(и:, У). 114а ду 


СЪ точностью до безконечно малыхъ высшаго порядка. Весь че 
объемъ 
У = 1р^ед,х $ У, Е 1.69.2 $ Си, у) 19149 Чу = 
. , 


1) 
= есь, У) 11 ац @у. 


Аналитичеснйй вывод». 


Язъ $ 2 мы знаемъ, что 
у = Г ебьтая ду. 


> 40905; 
Положивъ 
х=ф(и, у) 
уз ч(ь, у), 
„<  Преобразуем выражен1е объема слёдующимь образом. Имфеиъ 


Дота | [ар м - 


Х поси. 


= Л Ех, у)ау [4х = 5 2(х,у)ах| ау = 
Эи Хх, Зи Хх, у 
= Е Е(х,у)- Е а | ау РИ |5 [ды ду. 


Принъръ 1. Задача У1у1ал1. Найти: объемъ остающейся части 
шара 


хе "= в, 


„@сли отнять тв части, ичрория вырёзаются цилиндрами (сы. чер- 


техъ 193) 


или 


я 
1+ 
СПЕ: 
= 
» 
+ 
< 
ь 
и 
я 
Г: 
1 
С 


Чар" 153 


Чен. ВМ. 
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„Введемъ координаты 
Хх = г.Соз 0 


у = г. 31а 0 ;- 
якоб1анъ этой системы будетъ 


19} = г. 
Искомвьй объемъ 


У = ив — «ут = г.аг.ае, 
К 


с) 


причемь интеррированзе распространяется по контуру ©, ограни- 


‚чивающему зэштрихованнук площадь. Установимъ предёлы интегри- 
рован{я. 


Изъ уравнен1я 


х’ + у’ - Вх=0 
контура в, полагая 


х = г.Соз 0 
у=г. 51а 0, 
имвеиь 
5 = В.Сов 9, 
откуда 


г=О и г= В.Сов 9 


- это предфаы для т; уголь 0 ифняется для заштрихованной 
площади отъ 0=0 д 9= ^,. 
Итак: 


у, Г В.Созе ° : 
“ 2 ФР «4 
\ = № пв* - :/ ] т: сх | = Да" - 
3 Же -. 
у К.Соз0 р у 
г ‘/ "-3 свч)" 49 =` И, пи - '| з 3 Ч 
5 о 


ь 7 
_ в° 31060 = 7, лв’ 8 "/ * (1- 510°0)40 = 
ь 


Е 
4 в _ 8 [1-3] -3 ве а Нь 
Па Е | 9 9 
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Примефъ 2. Вайти объемъ, заключеннай мехду параболоидомъ 


2 2 
ет, АХ 
р 9 
и пилиндромъ 
ме у? к. в. 


Введя координаты 
х=г Соз 9 
у=г 34а 9 


и занёчая, что предёль интегрирова- 

н13 для заштрихованной площади бу- 

т ее = в 5 ок’ 
находимъ 


г?с 2 
Черт. 195. к [** ее + 
у | (с) 
2 2 7 2 2:2 
+ НЯ | а ы / {1 (с + 2.003", ен. = 
ы о о р 9 
”, 1 Соз*0 1 $109 1 
= 4 [3 рю Ве аа = 
о 9 р 4 4 


2 й 4 4 
Е | + 42:5]. 
2 2 4р 4 [44 4 р а 


Пример 3. Найти объемъ, вырезанный изъ эллипсоида (см. 


черт. 196) 2 > р 
ЩЕ 2 
а” 5? с? 
конус9н\ 
52 2 
а 
г в с* 


Введемъ координаты 


х = ар (оз ф 
Черт. 196. у = ор $11 ф. 


Якобфанъ этой системы 
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КЛ = аБр. 


Изъ уравнен1я эллипсоида находимъ 


изъ уравнен1я конуса 


ы 2 
о 
с 

2 =, ср. 


Поэтому искомый объемъ 


- а ЛГ [+ 2- ре + ор вов. 9р. 4% 


причемъ интегрирован1е распространен по заштрихованиой площа- 
ди. | 

„Чтобы найти уравнен1е контура Ч, которй есть проекц1я на 
плоскость ХО0У лив1и пересёчен1я АВННЫХЪ поверхностей, р%»шимъ 
совиФстно уравнен1я 


Юз $. > 
х 
239 а 
а* [а с 
? # 2 
ва 
а" с" 
находимъ 
2 
2 
2— =2 
с? 
= \, 


Исключая 2” изъ перваго уравнен1а, получимъ уравневзе 
контура о: 


— 409 - 


ь 
у 59-х, 


то предёль интегрирован1я будутъ: во р -Ои 1; по $ -Ои 5. 
Итакъ: 


У = Вабс ть Я ЧЕ -› р-р в = 
в "2 =) №1] м = вы 3-1 


2 уз - а а з Варе (и2- 1.1 = 3 каво - И 


= 


Прихпръ 4. Найти объем, ограниченный поверхностью 


х=9, у=0,/ #=0. 
Подагая 
х = ар.С03*5 


у = Ь6.510*ф, 


ваходимъ уравненфе поверхности 


При 2= 0 изь уравнен1я поверхности находимъ лин1ю пере- 
сёчен1я ея съ плоскостью ХОТ; здфсь это будетъ 


РО. > 


Отсюда слёдуетт, что влощадь —ик- 
тегрирован1я есть прямоугольн. тре- 
угользикъ съ катетаыь а и, слЁ- 
довательно, предёлы цо р „будуть 
0 и = 10 = би 
Якоб1анъ системы равенъ 


2абр.31пр.Созу. 


Черт. 197. Искомый объецъ будетъ 


я р --=-=— 

2ав / |. с у: - р" р.5319р „.Созр ар. у 
С: © 
у Е 

2 | ы [- : (1 - у? ] 819 .Совф. т 
э о 


2 % 2 1 1 
2 В З10р.Созф . = а : 
Е: а6с й 309 .Созф „аф Е 25с РЕ 


< 
в 


и 
и 


2 


Примпръ 5. Найти полнёй объемъ, ограниченный поверхностью: 


а 


х = ар.Соз”? 


Полагая 


у= ор.510°9, 


находимъ изъ уравненая поверхиости: 


Е 


Для й искомаго объема, содержа- 
цейся мехду полозительными напра- 
влен1ями косрлинатныхе осей, пла- 
щадь интегрированя будетъ ( на 
„Черт. 198. чертеж 198 заштразсвана) #. пло- 
щали кривой 


мехду осями ОХ и 0%; отсюда слАдуютъ предёль 
818: по р... О и 1, ш у... О и 
Якоб1анъ равенъ, 


Забр.310*9 .Соз?у. 


Итакъ, искомый объемь: 


интегрирова- 


Ж 
- в Г: [- р И '  „Заор.310“ 9 .Сов®ф.ар.ар = 


тн Е 
о 


во 


р.9р. 


д 7 
РИ В Е : а 4 
Г 910°6 .Соз*ф. 4 = ($112ф - $10“ф) ар = 
о о 


дал$е, полагая 


` 2, 
ре" 
о о 
й. а 
= 3 5108%.С03“%.ва6 = з/ (1- 
о С 


ин%ехь: 
п, 


7 к 
7] "Сов. 310°&.334024 „Созь. ав = 


и?) “ди 


а 
(при | Со = и). = з (0* - 24° + м) аи = 
] ® 
она |=. В 
Во 9. © 5.7.9 105 
Итакъ: : 
У = 24аэс. \ Е Е пабс, 


18 105 3 


Двукраткье интеграль употребляется такяе въ механикв при 
вычислен!и центра тяжести и момента инериёи плоскихъ фигурт. 


` Для координатъ центра тяжести имфемъ формулё: 


Моменть инерп1и относительно осей Х и \{ равны: 


- 
и 


х у в у*ах.ду 


Ту у х’ах.в, 


ГАБ у означаетъ платность квадратной эдиницы данной пластин- 
ки, и двойные интеграль распространяются по площади всей фи- 
гурн. 


к; 
Прииьръ. Найти центръ тяжести /. площади эллипса и моментъ. 
инернфи цёлой эллиптической пластинки. 
Введя координаты 


х = ар.Соз ф 
У = бр. 311 ф, 
находимъ 
„ар.9р. ар УС 
ы а "м. 


Подобнымъ же образомъ найдемъ 


_ 4 
Е 


Далзе 


= 
х 
и 
> 
< 
а 
С 
— 
” 
[-4 
к 
= 
к 
[72 
-. 
5 
^ 
© 
| 
[22 
к- 
я. 
и] 
и 


Ь? 
= пабу . — = и 


в 
> 

= 

р 
[24 


Зл%сь № означзеть массу всей пластинки. 


о 


Вычислензе поверхностей 


Пусть 


будетъ уравнен1е поверхности, ‘а 
в, Тео . 


- Уравяен1е цилиндра, эвр®зающаго изъ данной поверхности н®ко- 
торую часть, ограниченную контуром С (сы. черт. 199). 


Я 


Черт. 199. 


Опрадвлен1в. Величиною поверхности, заключенной внутри кон- 
мура С, называется предзлъ вписанной многогранной поверхна- 
сти, составленной изъ треугольныхь грамей, причемь вершины 
этихь треугольниковъ лежать на данной поверхности, и вписанная 
хногогранная поверхность ограничена ломаной линзей, вписанной 


въ коЕтуръ С. 


= 


Предёлъ ищется въ предположенфи, чт0 всё грани уменьшаются 
до 0 и число ихъ безконечно растетъ. 

Найдемъ сначала выражен1е элемента данной поверхности. Для 
Этого проведем рядъ безконечно близкихъ плоскостей, ПИ вых 
координатнымь плоскостямь 20 и 701, и изъ ряда атихъ пло- 
скостей выдзлимъ плоскости 


Х=х,, Х = х: +1 


= 


=У), 1= У} +1. 


Эти плоскости, перес®каясь, образуютъ призму, ксторая ‘въ 
сЪчен1и съ данной поверхностью даетъ ксктурь ММ,М,М,, ограни- 
ченный кривыми лин1ями. Соединимъ точки М, М,, М, М, прямБ- 
ми такъ, чтобь образовать 24'ка ММ.М. и ММ,М., и проведемъ 
нормали п, и 0» къ плоскостямт этихъ треугольниковъ, 060- 
значивъ площадь ДИМ,М, ‘черезъь 5,, са площадь ДММ,М, черезъ. 
5», находимъ (на основан1и теоремь, что площадь проеки{и пло- 
ской фигуры равна площади самой фигурвь на Соз угла мезду пло- 
скостью проекиёй и плоскостью фигуры): 


"Ах = 5,Соз(п,,2) 

7,414) = 3,бов(в,, 2). 
Отсюда имбемъ 

5 = 7.вхзу За(а», 2) 


з 
3: = „Аж; Ау} Зес(п.,1).. 
З.+ 8, = 7.джз Ау) [Зес(п,›?)- + Бес(п,,2)]. 
Въ предёлв п. и 1, сливаются съ нормалью къ поверхно- 
сти въ точка 
М[х;› У)» 2(х:,7.)1, 
й слёдовательно: 


пред.Зес(п.,2) = 1пред.Зес(п»,2) = пред.Зес(М: 5”). = 
= 7: + р? + а 
[ ь `. Х}›У) 
Итакъ: 


= А и = +2е- = 
Заз = 8+5». = лажу [СУТ + в Ва 2, ] 
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= Визу; | т ИР ‚| 
АА у ы хр 


вся же поверхность внутри контура С: 
$ = 255; : 
Прес. 22 д 
13 
т.е. предёлу двойной сумыь, распространенной на вс® прямоуголь- 
ники Ах:АУ;, которые хотя частью лехатъ внутри контура о. 
Выступающ1я части пограничныхь элементовь въ предфл® да- 
дутъ сумму, равную вулю. Въ самомъ дфль, обозначивт разность 


между искомой поверхчостью и поверхностью вписаннаго иного- 
гранника черезъ 6, имбемъ 


6 = #85,:-3 < [#5 4х Ау - 9] .Р, 
т фа 
гд © площадь внутри контура, Р наибольшее изъ зназен1й 
7 + 9" + 9" 
ВЕ безконечно малой области, прилегающей къ контуру С. Пере- 
ходя къ предёлу, находимъ: 


пра. [Е Е Аж: Ау) - @] = 0 
Пред. Р = конечному числу: 
слЁдовательно 
в: 
1.69.6 = пред. [2 2 ЗВ ею 
и окончательно 


3 = 1ре9. 2885; 
или иначе 15 


$ = 1рс69.% $5 [уг = + а „Ах.Ау. = 
И Ы х:›У) -%1-У) 


ява, 


причемь интегрирован1е распространяется по всей площади внутри 
контура 9. 
„Въ криволинейныхь координатахъ, полегая 


| х 


[у 


„)’ 


Ч 


$(а, у). 


ч(и, у), 


Вы 


ыы Е" 
$ Лт: ее [лу БИ в. 


Въ 5 19 Приложен1я Дифференцёальнаго Исчислензя мы вид®ли, 
что для поверхности, изображаемой уравнен} ями 


иуземъ. 


х=у(а, У). 
у=у(а, у)- 
в = (и, У). 
оказывается 
№ ва 
9 Чу - 5 \ 
р # т 5 Саи 25. с 


т о 

Фи Чу - Фу 

& № заса 

Е И ВТ 

и акты 

Фи Чу - Фу чи 

Замёчая, что въ знаменатель этихз выражен1й стоить Якоб:- 
авъ 4, пояучаемъ 


3 = #3 (6.2)* + (9.2)? и ау = 
ЛЛоуттез та РН 


: "| ое аа 
. 7. у 5 т] о ба * ви ы и -иза] Чи4у. 
: д 


Для боле удобнаго запоминан1я, обозначивъ символически 


1 в ых к 
| -—- ма = 3 № 
и, у и у У и › 
можеуъ написать 


к 9,4] * в, | * 5 | * 
ы -ЛГУЕ Верь в 


ГДБ сочетан1я ®;ф и Фф,5 выводятся изъ ф,у круговой пе- 
рестановкой буквь ф, фу, в. 


Въ частности для полярной системы косрдинатъ имвемъ: 


х= ба, у = г.5300, 


х, = 0080, ум 818.6 


хо = -г.5т 0, 56 = г.Соз 0. 
Поэтему 
а 
г, 6 | 
у; 5 ) Э= э2 
и = $ — - .С — 
[=] ее Г 
2, Х 92 32 
Г ва = - г, 51 А ее 
[2 | г и 0 бов 


и сумыа квадратовъ всёхъ трехъ выражен1й равна 

92 92 2 
* "а в 
г * 5 и =. 


„Выражен1е повзрхностй въ полярныхъ координатахъ будетъ 


= [.* + (52) * ае ав. 
© 9г 


Прихпръ 1. Задаче У1у1ат! дия поверхности шара. Опредълить 
остающуюся часть поверхностя шара рад1уса К, если отнять отъ- 
нея части, вырёзаемыя цилиндрами 


[ан - 


Разсуждая такъ же, какъ въ примёрВ 1-мъ предыдущаго $-а, 


находимъ 
$ = две - Л 18 ++ 37 | г-аг.в0. 
5) 


Опред$лимь р и Ч изъ уравнен1я поверхности шара; 


т Е 
Имфемъ х 
х+ р = 0;- 94. 
р ; р г. 
у 
ука ьаеа и 
отсюда 


`"ВНСИАЯ ИАТВИАТИКА". ПЬоУ. 4. А. АДАНОВЪ. Чистъ 27. 


2 2 2 2 2 
х + + 

1+ р вы 
2 2 ? 
71 2 в 


Итакт: 


Е. 


= 48? _ в8*(У, - 1). = 88°. 


Примвъ 2. Опредвлить часть поверхности параболоида 
аж = 2аз, 
выр%заемую цилиндромт (черт. 200): 
Ну = 8? 


Такъ какъ искомая поверхность параболоида раздёляется ко- 
ординатныхи плоскостями на 4 симмиетричныя части, то всю псверх- 
ность можно представить вЪ вид® 


У о 
$5 =4 з та | г.4г.49 
: . о 


отсюда 


и потому 


-Г* 
$5 = 4 


5 з = [235 а" ]. 


Черт. 200. Черт. 201. 


Пфимьъ 5. Найти часть поверхности параболсида: 


2 ? 
ож, 
а Ь 


выр8заемую циличдромъ (см. черт. 201): 


Введя косрдинаты 
х = ар.Соз ф 


у = Бр.51а ф 
и прапомнивъ, что якобзанъ атой системы 


13| = абр, 
риземь 


21820: 


: к | п, 
Предёль интегрирован1я, очевидно, оудутъ: по $ :- би /,, 


по р -0 и в, Дифференцируя уравяен!е данной поверхности, 
находимъ: | . 


х ' 
ЕЕ о 
откуда 


пя Ч _з 
У: +.а на С = 1+9 
р»? 221 5* | Ф 


Сл®давательно, скончательно находимъ: 


т НЕ 
я УД" 
$ + ‘» / [Ду на чь 1 аж" = 


= Эта [=> :]. 


} 
Зам$1имъ еще, что координаты центра тяжести поверхности 
имфють сльдующ1я выражен1я: 


и 


6 


Ус 


ГД у означаетъ плотность. 


Точно чакже моменты инерц!и поверхности относительно осей 
координать вычисляются по формуламъ: 


ь 9х = Лиз" +9 1+р* + 9” ах.ау 
9 = Дриса” + 9 1+р* + 9* ах.ау 


9» - ПГУ + тут + ре +. 9* ах. ау. 
РЗ >: г \ 
Приитръ. Найти центръ тяжести /,. поверхности шара 


ху +28 = В?, 


= 41 


выдёляемой тремя плоскостями координатъ. 


Полагая 
х 
я 
имфемъ 
2 
2 
Дифференцируя 


х |+ 2р.= 0;- 
у + 249 = 0;- 
Черт, 202. сткуда 
нь. ан 
1+’ + а = ев Е 
#. 2% 2? | а* 2 
Считая у постояннымт, получим 


- к 
чека 38 
НЕ 
у _. 98 
у 


ной поверхности 


и 
н 
[®] 
с 
Г 
> 


и 
= 
| 
[5 
5 
< 


уравнен1е дан- 
находимъ 


р =. = - 


х 
в 
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ГЛАВА ИТ. 


81. 


— 
Фройные интазралы, накъ предьлы пройныхь сумиъ, за- 
висящихъ отъ прехо перемпнных®. 
Пусть 
Р(х,у,=). = 0 


будеть уравнен1е яёксторой замкнутой поверхности. Уравнзи1е ци- 
линдра, списаннаго около этой поверхности, съ образующими, ||' 
ци оси 02, мы получим, исключая = изъ системы 


и 


Е (х,у,2)- 0 


и 


р 
Р.(х,у, 2). 9, 
что даеть 


$(х, у). = 9. 


На плоскости ХО? это будетъ уравнен1е контура ос. Опи- 
санный пилиндръ, касаясь данной поверхности, дёлить ее лин1ей 
прикосновей1я (С на верхнюю и нижнюю часть (черт. 203). Поло- 
химъ, что уравнен1е верхней части будетъ 


8 


#.(х, у)» 
нижней части: 


2 = ,(х, 9). 


Тогда можно написать, что объемъ, ограниченный данной по- 
верхностью есть разность двухъ объемовъ 


у - ГЛ Е»(х, у)ах.ау = #,(х›,у)ах.ду 
. (в) , (о) 
2=1,(х,у) 
у = УХ [ а» | ах 4, 
р (а) Е] 2=Е,(х, у). 


ИЛИ 
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‚что дает намъ выражен1е объема въ вид тройного интеграла: 


= УГ 42. 


Къ такому же результату ив придеыъ, разсматривая искомый 
объемъ, какъ предёлъ тройной суммы безконечно малыхь пряма- 
угольныхь параллелениледове. 


Черт. 203. 


Праведемъ рядъ плоскостей, + 'хъ сх: 

О Х1+а» 2-- Хора» Хо * В 
перпендикулярныхь О\: 

У = в(=95), Уз» Уз» --- Уз» Уча» -°- Ува» Эш ® 9 
перпендикулярныхь 07: . 

= #(=20), 21, 25, -.- Зщ» Выча» > Вр» 8р = Е. 


Обозначяв»: 
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35+: № = 4, 


находимъ, что объешъ параллелепипеда, ввдЪленнаго плоскостями 


= Ж], Хуа 
Е. У;› У}+а 
72 2, Эк+ь 


равенъ 
Ах; . Ау; 5 Ак. 
Докажемъ, что объемъ, ограниченный данной поверхностью ра- 
вВнЪ 
У = 1^ед. 55 8х; Ау; 42, 
в 3 


причемъ суммирован1е распространяется на 18 прямоугольные па- 
рэллелепипеды, которые хотя частью находятся внутри поверхно- 
сти. 


Доказательство. ЧтобБ суммирован1е производить въ опредё- 
ленномъ порядкв, мь будемъ сначала суммировать элементы объема - 


при 4х: и 45; постояниыхь. Иыфемъ: 
252 4х; Ду; 42, = 32 (Аж; ду; # Аз), 
уе +3 к 


но сумма 2, есть сумма въсотъ пареллелепипедовъ, имзющихь 
общее основан1е Дх;.Лу;, поэтому 
2 Ак = 1,(х, У 2.(ж, У)): + ал», 
к 
ГдВ 
д-+-< 9 | 


и А2 наибольшее изъ всёхъ 2. 
Лакимъ образомъ предфлъ нашей тройной суммы 
ред. $ 5 Ах; АУ; Аа = пред. Х Ах; ду;. (Е,(ж:, у.) - 
Пе м ы 


- 1.05, У;) +. 2943 = пред. $2 (1,(х:, Е 
13 
- 1. 5рУ) Ах: ду; + 2ред.2 М6. пред. 24; 45; = 
се Вы: 4 


: Гм Ка У) - 6, Зах ву +0. = 1, 


ный 
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‚4т0 и требовалось доказать. 


Такимъ образомъ трехкратные интеграль можно разсматривать 
не только кзкъ результатъ трехъь послфдовательныхь простыхь ин- 


‚тегрирован1й надъ Ффункцфей 3-хъ неремйнныхь, но и какъ предёль 


тройной суммы безкоцечно большого числа мальхь слагаемнхъ, 
Помощью трехкратныхь интограловъ рёшаются также сл®дующе 
вопросы механики. Положимъ, что твло ограничено поверхностью 


Р(х,у,2). = 0; 


; 


плотность его есть функи1я точки 


№ = #(х,у,2).. 


Вычислить массу 2$ ла Ц. 
Назовемъ массу параллелепипеда Ах; АУ) Ак черезь м1 ук 
и докажемъ, ‚что + 
М = Преа. 2 Ёп: 52 
тк 29» 
причемъ суммирован1е расиространяется лишь на т% параллелепи- 
педы, которые хотя частью лежать внутри данной поверхности. 
Дъйствительно, называя черезъ \У объемъ т%ла, им\емъ: 
285}, к-И < (252 4х; Ву; 42, - в, 
тук” ук - Е 


гдь м, есть наибольшее значен1е 
и = Кх,у,2)- 


ВЪ безконечно‘ малой области, прилегающей къ поверхности 
Переходя къ предзлу, похучимъ 


Яра. (Ем к- М 5 (Е, Ду, Аж - 
3 № к 
=: Ус = 0, =. 9 
такъ какъ выше доказано, что 
\ = #229. 85% 4; 5} 42 
Отсюда ТУ 
К = 1290. $, к. 
еуох 
Назовемъ черезь М кои #:,} 5 Наибольшее и наимень- 


шее значен1е 
в = ху, 2). 
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.вЪ точкахъ параллелепипеда 4х; 45) 42; тогда будемъ имфть 
очевидно неравенство - 
В, ркАжа ВУ) Ак < ук < И: у, к-Ах: 89) Ау. 
Такъ какъ ‘м есть непрерьвная функц!я, то можно положить: 
ук = Ах. Ау .Аак Ех» уу») + е1, К» 
и тогда выйдеть 


М = 169, 5% Е(жу» У» к). Ах: у) А2,, , 
3 


такъ какъ при вычислен1и предёла суммы безконечно большого ‚чи- 
сла безконечно малыхъ слагаемыхь, безконечно малья выошаго по- 
рядка 

4%; 45) 42 21, ),к 


могутъ быть отброшены безъ измфнен1я величины предфла. 


Итакъ 
то Е(х,у,2)ах Чу а2. 
(у) 


Подобным образомъ выводятся формуль для моментовъ инерш!и 
л%ла относительно осей координатъ 


- ИХ (у’+.2*)щ ах ду аз 

(и) 

т (х* + 2*) ах ау 42 
(у). 

ДУРА (5 зубы ах ву ав, 
(у) 


& также для координатъ центра тяжести т%ла 


; Г Е Чх 25 92 
ДИР” ах Чу 4& 
ть 


и 


Ус 


ох к 


Шрижтфз. Найти моментъ инерп1и цараллелелипеда съ ребрамн а, 
Ь и с относительно оси й-овъ (см. черт. 204), 
Ныземь 


& Ь [2 
и-/ Е. . Щх"+у*) ахауал= 


Х=о У=о 2=° 


в/к = 


ла ь 
= к жму +, ›"] 9х = 
нь 
= ж (6 +. 5* )- ак = 
© 
ме р 5 ы 26с = $ й 2 
= що | Иъ6х® + /,6°х ее (а°+ 56°). = ИМ(а?+.6?), 
о 

гд8 \ - масса пераллелепипеда. 
$ 2. 
ыы 


Иреобразоване перемънной подъ знакомъ пройното интел рала. 
Выражен1е объема, массы, моменповъ инери и проч. въ криволи- 
нейныхъ коофдинатах». 


Положим, что нам даны выражен1я х, у, 2 въ функши но- 
выхъ координать ц, у, и: 


х = ф(а, м, и)- 
у = ча, м, и). 
& = шы(ц, У, м), з , : - 


причемъ предполагается, что можно также обратно р®шить эти 
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уравнек1я относительно ц, у, м. Тогда задан1я а, у, и оп- 
редзляютъ положен1е точки въ пространств8, в патому Числа а, у, 
и могуть быть названы координатами тачки. Въ прямоугольной си- 
стем® мы дВлимъ объемъ на безконечно малые элементь плоскостя- 
ми, ||'ыи плоскостямъ координать:. 


Х = лосм.; У = пост.; 2 = посей, . 


„Въ иовыхъ координатахъ выёсто атихъ плоскостей войдутъ но- 
офдинатния поверхности. 
= ща Ур ие, 


- Уравнен!е этихз поверхностей въ прямоурольныхъь координа- 
тахъ получаются такъ; напр. : уравнен1е поверхности и = ц, па- 
лучимъ исключен1емь у и и изъ системь: 


х = 9(цо, у, м) 

у = ча» м, и). 

в = ш(%,У,и), 
что даетъ уравнен1е . 
Ф(х,у, 2,40). = О ил. д. 


Приведемъ кфесколько примёровт. 
Лримпръ 1. Цилиндрическ1я координат: 
рх = г.Соз 0 
у = г, 31а 9 


=. * 


ы 
и 


При г= г, находимъ изъ первыхъ двухъ уравнен1й 
х* + у? = г? 
- уравнен1е прямого кругового пилиндра, ось катораго:- ось 04 
и рад1усъ го. Полагая 0=0, и исключая г изъ т%хъ же урав- 
нек:й, находим . 
у=х.щ 4% 


.- уравнен1е плоскостей, проходящихь черезъ осе 02 и сбразую-. 
щихь угозь 9, с+ плоскостью 2. Третья координатчая пс- 
верхность будеть 


В а 


:- плоскость, _| оси 02 (см. черт.205 ). Видъ элемента объема 
см. на чертехжё 205. 


Пфимьръ 2. Сферическу я координаты: 
х = р.511 0.Созу 
у = р. 311 9.511 у 
2 = р.Со$ 0. 
При р = ро имвемъ 
КУ а" о 


.- это уравнен1е шара рад1уса р. съ центромъ въ начал коор- 
динатъ. 
Нри 090 =9. получаем 
ху = 274880. 


° + конусъ вращен1я съ угломь растворен1я 29,. 


Чер*. 205. | : Черт. 206. 


При у=у., исключая изъ перзахь двухъ уравнейй р ив, 
находииъ | 
Гж= 


-- плоскость, проходящая через ось #-овъ подъ углом Чо къ 
плоскости 207. Пересёчене этихъ координатныхь - поверхностей 


О: = 


образуютъ элементь объема (см. на чертех* 206). 


Примпръ 5. Коорлинатная система: 


и 


х ар. 5109 .Созу 


У =/65р.5109.51ау 


= = ср.Созб, 
Имземъ 
У 2 
при р-р» ея Ро 
а’ 
— Эллиисоиды, 
2 2 2 
х 2 
при 0=9, : —+ еб 15*9% 
а? 5? с? 
- конусы 2-го порядка, 
: У — 
при Уф а 58 % 


-- плоскости, проходящая черезъ ось 02. Чертежь подобенъ пре- 
дьдущену. 


Примтръ 4. 
х = ар.51070 .Сов?у 
у = 6р.51029 .З0у 
2 = 00.0820. 
Имфемъ 
при ы + у + =. = ь 
ри р Ро : = В © Ро 
- параллельныя плоскости; 
х х у 2 2 
= Н _ + - = - ы 
при 9 = 3% е $ в 45 


- плоскости, проходящ!я черезь начало и параллельныя одной пря- 
мой 


въ плоскости 2#=0; при у =. получаемъ 
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ео За 
а 
г Ра АС 


:- плоскости, проходящая че- 
резъ ось 02, Элементь обБ- 
ема сы. на чертеж 207. 


Дрфимтфъ 5. 


х 
[ 


= ар.310°0 ,Соз?у 


< 
и 


бр.510°0. 5108 


ср.Со5*0. 


ы 
и 


Полагая р = ро, находимъ 


„Черт. 207. одну координатную поверх - 
] ность: 
| Е? 
г. Г й 
о + а сер 
а Ь [5 


- замкнутая поверхность, форма которой указана на стр.410 
прим. 5; при 9 =0, получаемъ 


Е? 
(*)% = (2% 4505 
а |) с 
:- вонусы; при у = уф, исключенуе р и 0 даеть 
у Хо 
- = -% 
5 я & Фо 


- плоскости, проходящ1я черезъ ось Ом, 


Выражене объвма въ криволинейныхь координатахъ. 


2) Реометрическ1й выводъ. Разсматримъ элементь объема, вь- 
дёленньй изъ даннаго тёла 6 координатными поверхностями. 
Пусть эти поверхности имфютъ слёдующ!я уравнен1я: 


ятвая зрань а 9 


1} 
и 
= 
г 
‚> 
= 


правая ы 
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задняя звань у=ту 


передняя ы у=у+ Ау 
нихняя . пзи 
верхняя = низ ди. 


Точки пересёчен1я граней будутъ имёть координатами: 
Мо(ц, и, У). 

М, (и+Ди, у, и). 
М»(и, у+Ду, и)- 
Мь(и, м, и+Ди), 


М. (и, узду, и+Ди). 


м. (азы, у, и+Аи). 
М. Са+Аи, у+Ау, и). 
Черт.208. М, (а+ди, у+Ау, и+ди)., 
‚Декартовн координаты т&хъ же точекь будутз: 
х = (а, у, и). 


3 
х, = Ф(и+Аи, у, х). я Жо + а Аи 


= жж Зы 

=> а 

№ = ыы 

о Жо + 5 да + Ви 

32 2 Жо + а 

ху = + > да + 2 в ы аи. 
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Во всзхь этихъ равенствахъ въ правой части отброшены без- 
конечно малыя 2-го порядка, что и выражено зкакомъ =. 

Подобныя же выражен1я получимь для у и &, съ замзной 
буквы ф наф и ч. р 

Если теперь выфсто кривыхь провести прямБя между 8-ью точ- 
ками №, М,, ....М,, то получится параллелепипедь. Чтобы въ 
эатомъ убздиться, докажемъь, что противоположныя грани будутъ 
равнБе параллелограмыь, лезхащае въ ||'ныхь плоскостях, напр., 


грани М.М,М,М, и М,М.М,М,. Для этого достаточно показать, 


что ребра 
МН = в Ум 
Мом = и Ш ММ. 
Тогда угле М»ММ, и М.М,М., согласно извёстной теорем8 
геометр{и, будутъ равны и плоскости ‘ихъ будуть ||'вь. 
Но изъ выражен1й координатъ вершинъ, выше данныхь, нахо :- 
ДИМЪ: х 
ЕЕ 3 
| о 5-х, 0% не 
Эу Эу 
У» — 55. = 5% - У» * 5 Ам, Уз 50 = 5 - Ут, 69 
5 , * Э5 
25 - №. 2 34 - д. АИ, и а 


откуда слвдувть, что 


В РИН 5 
мм. = мым, = уз 5 5’ в 
и изидниинизьвовено а ззбыьвызосаожныай 
оз, э 
Мм: = ы,М.. = у® + г + 5 ди; 


параллельность же слЪлуетъ изъ пропорц1ональности составляю- 
Жихь. . у р 
Объемъ параллелепипеда равенъ 6 объемамъ тетраэдра МоМ.М»Мь;- 
обозначивъ его черезъь 4\, получимъ: > 


ХТ Хо» У:-Уэ» 21-25 


ЧУ = 6.- числ. знач. | хь-хо,  Уз-Уо, 28-0 = 


6 
_ а А чин ‚ Хз- Хо» о УзтУо») 65-20 


*БЕСЕ4Я ИАТЕИАТЯКА”. ПРо$. 4. 4. АДАИОВЗ. Яистъ 28. 


3 Эу С 
—- 4“ -- Аа — Ац 
Я ак” 90а > 
3 ду Зи 
= чузн. | — — — = „Ау. 
з > ду, = ду, Зя Ду Аи. Ау.ди |, 
9$ ду 9 
а" 


гдЬ 4 есть якоб1аяъ данной системы координатъ 
х=ф(а, у, и) 


м(а, м, м) 


< 
и 


ы 
и 


%(и, у, и): 


9’ 9’ и 
3? Эу Е®) 
= а ея. = 
ЗУ ду Эу 


Отсюда искомый объенъ 


у - Де ау аи, 


причем интегрирован1е распространяется по всему объему У. 


8) дналитицесктй выводъ. Вазьмемъ тройной интегралъ 


у - ах ду 92 


и введемъ новыя перем®ннья, положивь 


х=ф(и, м, м). 


узи, у, м). 
ваши, у, м). 


Выполняя сначала интегрирован1е по 2, получимЪ: 
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| т Е ДД зая = ДГ Каюан ву о... бы, 


причем, при интегрирован1и по 2, х и у считаются какъ по- 
стоянныя. 
Посл№днее услов1е намъ даетъ 


9х =0;- ду =0. 


Написавъ выражен1я ах, ау, 92 въ функци и, У, и, а 
именно: 


ах = о М И =0 

Ц ЗУ ди 

у у Эу . 
ау >= — — —- Чи = $7 Я 
у к Вы ы <”) 

э 

42 = ая ре. 

Эа ду. Зи 


опред®лимъ изъ первыхь двухь уравнен1:й 4и и 4 и внесемъ 
ахъ въ выражен1е 42. Тогда получимь 


42 = Р(а, м, и) ам. 


Функцаю ГК нетрудно найти. Для этого перепишемъ уравнен1я 
(*) въ вид8 


3 9? 33 
нЕ *.— те а 
за Чи 5. Чу 5х Чи о 
ты да - а +. 2% ан =0 
Эа ду ди 
Э5 
нь Ая ви зо 
Зи Эу аи Чи 


будетъ однородная линейная система относительно 4и, ‘4у и ди. 


Такъ какъ и, Чу, 4м не могутъ быть вс одновременно = 0, 
опредёлитель этой системы 


= 0, т.е. 

Г. К те +.0 

ди ЗУ Эи 

ду эу Эу 

Зи ду аи ыы 2 
Э5 5 2% 942 


30 95 9н @н 
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Разлохивъ его по элементамъ 3-го столбпа, мБ разобьемъ его 
на дна опред&лителя: 


№ а 

9’ 9’ Эн ди’ у’ 

95 Эу 9 3% 9 Ре 
р 
Э и э5 Эи Эы 42 

ди’ 9’ дни д’ 9’ @н 


что можно короче написать такъ: 


9. 
0 

4" 

Отсюда находинъ 
в) 
92 = Зя Зи, 
Гд8 

р 9 у 59 9 
а... 


Если мы будемъ считать дифференизалы всёхъ перемённыхь по- 
дохлительными, то можемъ положить 


9 


а 


92° = 4". 


Подставивъ найденное ‘выражен1е для 4х въ равенство (а) и 
ызняя затёмъ порядокъ ивтегриронан1я, будемъ им%ть 


Фьиы > )Дж 
Ее] = 


гдз значки Хх, у, * означаютъ, что величина, стоящая въ скоб- 
кахъ, выражена въ гункц{и атихъ перемённыхъ. 

Далъе, когда выполняется двойное интегрирован1е по хиу, 
буква я считается постоянной и @4и = 0; поэтому получаемъ 


ах = тр 90 + — ау 
Зи У 
э 

ау = и ак, 
Эц ду 


какъ будто бы х и у были функцфями отъ 2 перемённыхь и и 
у: 


х = ф(ы, У). 
у = чб, т). 


По формул преобразован1я перем%нныхь въ двойномъ интегра- 
4$ имВемъ: 


За ва + | 

Ча Их, у, м 9: ууу, и 

- Г в 4и ду . 
ц,у,и 


Сл»довательно, окончательно 


Ра Гр, 


Рёшимъ н8сколько примёровъ на преобразован1е координать. 


[2. [да 4 = 


1) Дилиндричесная координаты: 


1х = г. 09 
у = г.541а 9 
= ма 


Въ этомъ случа имКемъ: 
С030 -г.5110 0 
9 = 7 3109 ы 
| 0 [е] 1 


[2 
Га 
х 
[= 
и 


г.60520 + г.31170 = г; 


® элемент объема будеть 


ах ву 94: = гаг 99 42. 


Положииъ, Что дано уравнев1о прямого кругового конуса (см. 
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черт. 209): 


и вужно опредфлить объемь, ограниченный этой поверхностью и 
плоскостью 2= Н. Для любой точки на поверхности конуса 


Н 


у зы 68: 


В 
2к [ГВ Н 
У = ] ] ] я г Чг 90 а2, 
9=о\ г=о 25 г 


причемъ интегрирован1е яужно вьполнить сначала по 2, такъ какъ 
пред®лы интеграла по этой перем н- 
ной зависятъ отъ другой перемён- — 
вой г. 

Итакт: 


2к ГЕ н 
У = Й г(Н-- г)аг 90 = 
5 о я 
Хх 


2. ав я 
87% СНЕ = 
= | г З г я 


поэтому 


О ий ан 


Черт. 209. 


2) Сферическая координаты. 
х р.511 0.Соз у 
У = р.310 0.51п у 
2 = р.Соз 0. 
Якоб1анъ данной системы будетъ: 
3100 Созу р Соз9 сы - р З10е Зо 
-2 = [5100 му р 0080 пу р 8406 бой = 


О 
и 
© 
я 
91 > СЯ 
= 
5 
® 
и 
> 
© = 
я 
> 
> 
[:) 
КЕ 


Соз0 - — р 5100 0 
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= р*8100 С05*0 СоБ?у + р°510°0 За + 623109 Соз?0 Здиту + 
+. р31039 Соз?у = р510.. 
Для объема шара (см. черт. 210) предёль интегрирован1я по 
9 будуть О и к; а при 
; О 0, 5х 
$110 остается > 0; поэтому 


|2| = р’. 


Черт. 210. Черт. 211. 


Предёлы интегрирован1я опредфляются такъ: 
при р = 0 выходить 


х=уза=0 


(начало), при р = В :- поверхность сферы радзуса В (см. $19 
въ начал). 
При 9 =0 имземь 


х=0,, = 0, +в ро 
_- положительная ось 2-овъ; при © = 7: имземъ 
х = р Сову, у = р Эш, 2=0 


плоскость ХО; при 9=л имеем . $13894 
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х=0, у=о, в=-р<0 
.- атрицательная ось 7-овъ. 
При у= О вдходитъ 
х=р 51109 >. 0, у=0, в=р Соз0 < 0 
- правая половина плоскости Х07; при у = В ‚ВЫХОДИТЬ 
х=0, у=р 3100 >0, в=р Со89 * 0 
:- передняя часть плоскости 102; при у = п получим л®вую 
часть плоскости Х07, при у= у, :- заднюю часть плоскости 


202, при у= 2^ - снова правую часть ‘плоскости Х02. 
Объемъ шара при предёлахь 


ОЗ рзв, 05054, ОЗуЗ 
‚ВЫХОДИТЬ: [ 


2 пк 8 | 4 
У = ] [ ] р*5100 ар 80 ау = - В®.2.2 Е Е кв. 
узо" 6=0“ р=о 


Вычислимъ еще объемъ, выр%аанный изъ сферы радёуса В ко- 
нусомъ съ угломъ растворен1я = 2а (см. черт. 211), вершина ко- 
тораго лежить на поверхности шара. 

Иыземъ 


2к “ 28 .Соз9 

У ./ И , р*5100 ар 90 4% = 
=0% 9=0%9 р=о 

ра ; 

= = $100 49 = 

С: 


ет 
Е * дв [- =] = 48 (1- Соз*а). 


Сферическая координаты получаются, какъ частный лучай слё- 
дующихь косрдинатъ: 


бы 


Е: 
- 8°Соз°9 3109 49 = 


64 = 


в Ш 
х = ар За 9 Созу 
РИ ЕН. 
У = Бр 51а 9 510.2 
Ее 
2 + ср боз 9 


пр а= = с=ш=1. Составихъ для, этого сбщаго. слузая 


я 


выражен1е якоб1ана: 
за 
азао Обоз у, шара @Соз9 бов“, —шарЗа0 оз За 
а 
9 = Я орз @Созезаи “у, чабрЗаи 9З1а ‘бозу = 


с оз, — пер оз" “9 $110, |9) 
=а За 6 бов” к Ь За “о зто с бов" “6 х 


5100 Созу,  шр Со50 Созу, -шщр 3109 З1ау 


и 


х 3100 51,  шр Со30 З1пу, ° шр 3109 Созу 
оз, - шр 5109, | 0 


20-2 1-3 а-А 1-з 
= а5с 50 0 Сов 9 4 [у Сов у ш?р*510 хх 


3100 Созу, Соз9] Созу, - Б1у 
х 3100 З1ау, Созб З1пу, Созу = 
Соза, - зе, о 


| 
20-2 а а 0-=а 
= пабе" 50 © Сов ‘бп у бов, ч (С0520 Соз?у + 


‚+ 61070 Соз?у +. Соз?0 З10°у +. 51170 Созу)., 


Изакъ, окончательно иывемъ: 


21-1 Ш-з 1 -* 
2 = пйвоср?0 "6 бов ‘9 ау 608. 


3) Вычислить объемъ эллипсоида, введя координаты 
х = ар 8110 Созу 
у = Бр 5100 Запу 
2 = ср Соз0 . 
Зд8сь ш=1 и по предьдущей формулё 
|5 = а0ср?5119. 
Численное значен1е Ф также равно у 


|2 = э6ер”З1ио, о вазыа 
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такъ какъ 60 измёняется въ предёлахь отъ О до п. 
Предвлы интегрирован1я легко установить т%ыъ же разсуяде- 
в1емъ, какъ для шара, При р= О вьходитъ 


=у=в=0, 


при р= 1 получается данный эллипсоидъ. 

Отсюда видно, что © м%ёняется въ предёлахь отъ 0 до 1. 
Предёль для 09 будуть О и к; дёйствительно: при 0=0 
имземъ ы 


х=.0, 95.0, 2 = + вр 


- ось 2-овъ положительная; при 9 = у имфемъ 


:= плоскость ХОТ; при 0 =п: 
х=0, у=0, 2 = - ср 


:-- ось 2-овъ отрицательная. 
Вуква у изывняется въ предёлахъ стъ О до 2; дёйстви- 
тельно, значен1ю у = О отвёчаютъ значен1я: 


х. = ар.5110 >. 0, у=9, 2 = ср.Соз0 зо, 


и мы имземъ плоскость Х02 :- ея правую половину; при у= Уд 
имфемъ 
х=0, у= 6р.3110 >0, 2 = ср.бозб *0 


:- плоскость 102-- ея переднюю половину; при у = п ‘им%емъ 
х = ар.5110 <0, у=0, 1 = ср.С0з0 %0 


- плоскость ХО2- ея лёвую половину и т. д., какъ въ случаё 
шара. 
Итакъ, объемъ эллипсоида 


2к 
'-] т в аср*$100 4о 49 ау = 
9=о\ р=о 5 


4. 
= ам = В и8с. 


4) Возьмемъ систему координатъ при ш = 2: 


оз - 


х = ар.31070 Соз?у 
У = р 531029 З1а?у 
2 = ср боз20 


и, введя эти координаты, вычислимъ объемъ тетраэдра, ограничен- 
ный координатными плоскостя- 
ми и плоскостью 


у 


х 
-=+- 
а Ь 


| Якобфанъ данной системы 
будеть 


3 | = 4а6ср*510°0Созо1пуСозу. 


При р = получаемъ 
х=у=з=0, 
Черт. #12. при р=1 :- уравненйе пло- 
скости 
Е св 
-+-+- = 
в обо ъ 
такЪ что пред\лы для р будуть бит. 
Предёль для 0 -- О и /,, такъ какъ при 9 = 0 выходить 


х=0, у=0, 2 = ср, 


л.е. положительная ось 2-овъ, ‘а при 9 = 7, имфемъ 
х = ар Соз?у; о у= бр 50°, 2=0 
:- плоскость “ХОТ между положительныхи осями 0Х и 01. 
Предёлы для у будутъ 0 и /,, такъ какъ при у=0 
имземъ 
х= ар 511*0>0, у=0, пз= ср С036 > 0, 
т.е. плоскость ХО2 между положительными осями, при у = 7, 


имбемъ 
х=0, у=ор 311°0 >0, = ср 003*0 >0 


- плоскость 102 между положительными осями. 
Но при 


Я 
п, 
о, 
будеть 
]3.`=-9 
и потому 


а 
У = 4а5с р°310°0 Созб З1пу Созу @р 40 ау = 
о о о 
у 2, 2 з, 


3- або 75-х №. И, я 7, авс. 


5) Возьмемъ еще систему 


и 


х = ар $10°0 Соз®у 


у = Бр 31030 3109 


2 = ср боз*0 


и 


и воспользуемся ею для вычислен1я объема, ограниченнаго поверх- 
НОСТЬЮ 


=, 


+67) +02) = т 
а |] с 


Разсуждая, какъ въ случа эллипсоида, убфдимся, что предЕ- 
лы интегрирован1я будутъ: 5 


Такъ какъ въ атихь предзлахъ якобфанъ 
3 = 9а6ср*310°0 Соз*0 З10?у Сов? 
остается положительнымъ, то 
| = 3. 
Отсюда 


Зи пк Л. 
у= зе й у р*510°9 Соз*0 Зап? Соз?у ар 49 Чу = 
5 о Чо 
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1 3.4 2.4.6] Г. 48 п 
а я о. 
= Яабс . Е .Я- В г пабс. 
5 . 7.7 #7 5 
Оты$тимъ ЙЕ формуль для массы, моментовъ инерш1и и 


координатъ центра тазести въ криволинейныхъ координатахь. 
Считая плотность функп1ей отъ координать тачки и полагая 


в = Ра, у, м), 


получимъ для массы вБражен1е 


з Л// Р(а, у, м)/. |2 и ау ди, 
(у). 


причемъ интегрирован1е распространяется по всему объему У. 


Полагая 
х = ф(а, м, и) 
у = ч(и, м, м) 
# = щ (и, у, и), 


находимъ для иоментовъ инерц1и стносительно ‘осей ОХ, 01, 07 


формулы 
ЛГ [или + ыбоучьн). [в |5] 40 ду ди 
(м). 
у МУ [чью + ыбьч,). [в | и ду 4н 
(у) 
- ЛУ [*бычию + у (а, у, и) 1» | ди ду ди. 
(у) 
Формулы для координать центра тяжести будутъ 
ДГ осьчьть. аи ау ан 
ИЛА вала ау 9” г 


ЛР Е аа ау ан 


1 


- 
и 
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* ре Д/о бу я я) 1914 ау ан 
ея 


, ки 194 ду аи 


$ 3. 
Примпфы. 


Примтьъ 1. Опред®лить полный объемъ, ограниченный поверх- 
НОСТЬЮ 


(хе +9" +. 31) = 84, 


Поверхность расположена вся надь плоскостью ХО, такъ какъ 
2 >'0, и двлится координатными плоскостями Х02 и 102 на 4 
симметричныя части; поэтому можно вычислить объемъ внутри угла 
между положительными направлен1ями осей и его учетверить, 

Введя въ уравнен1е поверхности сферичдскя координаты: 
х=р 54110 Созу,... ‚, получиме | 
р* = азр Сов@, 
откуда | 

р=0, р’ = а” Сове. 
Это и будуть предёлы по р: 


р=0О и р=ау 0085. 


Предёлы по 0 будуъ 0 и ом по у также 0 и 


- дая /, нашего объема. Якоблань р*5119. 
Итакъ искомый объеиъ 


в уд У 
4 р*5100 4р 40 4% = 
о СЗ 3 а°Соз@ , 3100 46 ау 
Х 
а С Соз0 99. ау = 
° о * 


а 
„> 


со > 


к а 
2 = два’, 
2 з 
Примьфъ 2. Найти полный объемъ, ограниченный поверхностью 
(х г у)? +. 20° = 2°. 

Объемъ состоитъ изъ 4 одинаковыхъ частей; для части, заклю- 
ченной внутри угла положительныхь ваправлен1й осей, предёлыь ин- 
легрирован1я по 9 ипо у будуть О и /7,; предёлыь по р. 
найдутся изъ даннаго уравнен1я и будуть 

а” Соз0 
орехо, - окр" = 
$10*9 + Соз*@ 


`Итакъ, искомый объемь 


Я’ Г. [У 
2 
У = «Г р?3119 ‘ар 40 аи = 
о о э. 


п, п, 
1 ’, [”» а®заюо Соз0 
фа к бо = 
ЛЬ о 5310“0 + Со5*0 
4 7 ьа 
= Е 8: 5 з У = ( лолазая 18 0 = %). 
фо: 
= 2 паз . о: Е (лолатая = и) 
Е ры 
1 а 
= 5" 5 = 58°. 


Примъфъ 5. Найти объемъ, ограниченный поверхностью 


Такъ кэкъ произведен1е ху2 доляно быть > 0, сто ясно, что 
объемъ состоитъ изъ 4 одинаковыхъ частей, разыфщенньыхь въ тёхЪ 
углахъ, гиф координаты им®ютъ знаки 


я + + 2 =: 
у + — + Р- 
2 + 5 ы + 


Полагая х= ар 5110 Созу и проч., получаемъ изъ уравне :- 
н1я поверхности 
> ы = р°31170 Соз@ Бапу Созу, 
откуда * 
а5с 


р=0 и р’ = — 51170 Соз@ З10у Созу;. 
5? 


предёлы по 9 и у будуть О и У. для угла между положи- 
зельными осями. Итакт 


р я Уд 
а. аБср *3100 ар 99 Чу = 
о ° о” 
= 4а6с . ей а —  ЗЕРОСовЗалубову. З1обавау = 


У 


и 


Примьръ 4. Найти объемъ, ограниченный поверхностью 
® 
[1 И А, 
ежи ам ГЫ 


и заключенный внутри угла между положительными направлензями 
координатныхь осей. 
„Вводя координаты 


х = ар 311"6 Соз?у и прач. 
получимъ 
р’ = = р® $110“0 Соз*0 З11?у Созу, 


В 
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откуда 
азс 
ро р’ -—= 310*0 С05*0 З1а*у Соз*у 
Г: 
- это предёлы по р. Для -9 и у :- предбль Оги 2. Яка- 
б1анъ ы \ 


1 За5с р” 618*9 С0з0 З1ау; бов. 


Искомый объемъ: 


У = «« = * 340°0 Созд З1пу Созу ар 49 ау = 
2 #1 с 
= вы : 5.- —5 31049 Соз?Э З10®у Совйф -х 
о 5 п - 


х $1079 Соз0 З1пу Созу 90° ау = 


4 (ас)? 
=3 = Е. к 54” 8 Ссз*Э З11®у Соз*у 99 ау = 


4 ›2 7, 
-3. р Г. $40? каф 340°4(1-З102у)аз1пу= 
В (3 о 
_ 4 (абс) * 1 5] #1 Е 
3 ° ще 1 ЗОВ ;9 
- & Мьшы (05) > 1. ав)? 
3 40 ° 12 5 ЗВО” а > 


Примпфъ 5. Вайти моментъ инершёи прямого кругового конуса 
относительно его оси; радфусъ основан1я конуса Ё, высота Н, 
плотность у ‘- постоянна. 


Введемъь цилиндрическ1я координаты. Тогда имфемъ для квад- 
рата разстоян1я любой точки отъ оси 02 ввражен1е: 


ы Хз Зак 


Предёль интегрирован:я по = будут (сы. черт. 213): 


«РЫСИАЯ: ИАТЕКАРИКА". Ироф, А.А. АДАМЮВЬ. | Фисяь 29. 


Слздовательно: 


2 в ГН В 
* у ь у г®уг аг 49 аз = = каг. (1-2). = 
ы С 9: г ы ь 
А 
а Е 1 1 
2пуН (г? -- )4г = 2луН [: = =" | = 
© 4 5 


- 
и 


Е 
пу Я 1 2 3 с» 3 2 
= в = .= .- = > 
10 ыы и, 
гдз М - масса конуса. 


Пфиитръ 6. Найти моментъ инерц:и шара относительно его дга- 
метра. Уравнен1е поверхности шара дано: 


х* + у? +. 28 = В?. 


ы 


демъ сферическая координаты 


х = р 51100 Созу 
У = р 5100 Зву 
2 = р Со50. 


Якобфанъ этой системы 
1 = 6^°3100 и х’+у’ = 31020. 


Считая плотность псотоянной, находимъ: 


2 
ь-] Е р°8109.у.р*3400 ар 49 ау = 


а. ей ее В 


д, 
Пфиитфъ 7. Найти пентръ тяжести /›’ объема эллипсоида: 


2 2 2 
р ВЕ 


а? 52 с? 


содержащейся внутри угла ноложительныхъ осей. Плотность у-- 
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постоянная. 
Введемъ ко ординаты 


х = ар 5119 Созу 


У = Бр $110 $1пу 

д = ср (550. 
Здёсь 

2 = а6ср*5110. 


Черт. 213. Черт. 214. 


ее Г о з 
4 31490 Созу.уабср”5310 ар 49 ау 
ПР у к уаьср 5119 ар, 40 ау 


пав, р 


1-1 = Да 


Я жа 


Подобнымъ же образомъ найдемъ: 
з 3, 
55 = Моно = №0, 


Примьръ 8. Найти пентръ тажести объема тетраэдра съ пря- 
ивиъ треграннымь угломъ и съ ребрами а, 0, с, выходящими изъ 
вершины этого угла (сы. черт. 215). Платность У постоянна. 

Вводя координаты 


:- 452.- 


х = ор 310°0 Соз*у 
у = в 310760 510?у 


2 = ср боз°9, 
иифемъ 
3 = 4а5ср? 310°0 Совд З10у Созу 


ЕЯ: 

Ра 2 

] и р ар510*0Соз?у.у .4а6ср*310°0б039 51 аубозуара: 
_ Ме о 9 


Я рт, и = 
О аль 
у.426с0"311"0Соз051 пуСозу ар 40 ау 
о о о 


а 


Друг1я двз координаты будуть 
З 
Ус = 76: 


Черт. #15. Черт. 216. 


Принпръ 9. Найти вентръ тяжести объема, заключеннаго м 
поверхностяии (см. черт. .216): 


ху +" ы = 


хо + у’ = а(2-22). 
Плотность постоянна. Введемъ цилиндрическая координаты 


х=г 039 


Опредёлимъ предёлы интегрирован1я по 2. 
Изв 1-го уравнен1я находииъ: 


= 


„Второе же уравнен1е даетъ 


Предёлы г найдемъ, рфшая совиыёстно уравнен1я данньхь по- 
‚верхностей. Имфемъ 
а(а- 22). + 28° = а* 
| 2*- 22а = 0; 
откуда 
220 и = аа. 
Первое рёщенле даетъ вещественное значен1е для г 
х? + у 2 г? Е" зе 
г=за. 
Другое рёшен1е 2 = 2а даетъ мнимое значен1е для г, а имен- 
но: 2 2 2 


в потому мы его стбросимт. 
Итакъ: 


„Вычислимъ отдёльно интегралы, входящ1е въ выражен1е 25: 


а 
и [*- НЕ. (ам вай +) | 4г = 
о 4а 


Подставляя найденные результаты въ выражен1е 2°, получимъ 
5 


Е 


2с 2 


в 
5 2 
у. Ма 

Пфимпръ 10. Опредёлить массу тзла, заключеннаго между эл- 
ЛИПСОИДОмЪ 


2 2 2 

Хх 

Е аа 
2 2 2 

а Ь с 

и конусомъ 
# 2 2 

х У 2 
Бе, 
о" с 


предпозагая слоистое строен1е этого тзла, такъ что на поверх- 
ности каждаго эллипсоида 


2 2 2 
х 
— +9. . = = 2*, 
а Ь с 
плотность 
и. = р. 


Введемъ координаты 


УРУРЧИЩИНА 


= 455 - 


х = ар 5119 Созу 


и 


у бр 3100 З10у 


ср Соз0. 


Координатныя лини этой системы будуть 


РО 
вв” 16° 
2 г 2 
х 4 
= + 3. аа: 4570. 
а Ь с* 
Предёлы р будуть О и 1; в предёлн 90 - Оби т 


что отвёчаеть значен1яиъ 150: О и 1. Итакь, искомая масса 


2“ 
“- И А Кр. абср*5100 ар 40 ар = 


Иногда уравнен1я, связывающ{я прежн1я координаты х, у, 2 
съ новыми ц, м, н задаются въ вид 


и 


и В(х, у, 2) 
у = (хх, у, 2). 
и = (хх, у, 2), 


причемъ рёшен1я ихъ относительно х, у, 2: 


х = (а, у, м) 
у = ча, х, и) 
2 = щы(а, у, и) 


представляются весьма сложными. Тогда можно воспользоваться 
простою связью между двумя якобтанами: 


именно произведен1е ихъ 
99, :=- Е. 


На основан1и атой связи, вычисливт по даннымъ уравнен1яме 
и = Р(х, у, 8) и проч. 


опредёлитель 9,, получавмь ) какь 1:4. 

Дая доказательства формулк 4.21 = 1, отыётимъ 9 соотна- 
вен1й мехду 18 производными, входящими вв 9 и 9.. Ныфемъ 
тождество: 


аи `` эх 
ди = Па: позе ана * 
з Е 


Эх Зу Эу Эи 
О [и За 5 ан | +39 [32 а + 2 ау + ЗВ аж]. 
у ди 3у 8 - ` " 


Отбирая: въ. правой части членн съ Фи, Чу, ан, приравнива- 
емъ коэффицаенть при @и единишф, при 4 и 9и-- нулю;. т.к. 
эта сумма должна быть равна и, а переМфиныя и, у, и -- не-_ 
зависимы другъ отъ друга. Закныъ образомъ находимъ: 


А о + — = 00, 


Подобным же способомъ составляя ау и и, получиымь еще 
пасть зависимостей :“ р 


с 


ду 9х ‚ 0 ду 9у 92 


Воивя с: ИНН 5 

(2) 9х ди 9у Эи 92 ди к 
а 
Эх 9 9у 3 92 9 

а в Эн 9х, ди о 9 
9х 9 Эу ду 9 ду 
эн Эх, 0и 37,0" 92, , 


Эх 9 9 9 95 5н 


Разсмотримъ теперь линейную. однородную систему: 


И ы ка = 
‘ эх ой х ны Эх Е о 2 
Эи - ЗУ хх. 9и- 
А 27 + (—- А) 2=0 
:Я зу ‘= ? зу 
тн (А = 0, 
92 э2 92 


Она допускаетъ относительно 3 ка й рзшен1я, отличныя оть 
={1=12=0, если \ иыфетъь одно изъ трехъ значен1й, опре- 
д%ляемыхъ кубическимт уравнен1 еыъ: 


а ВЯ Эм 
Эх эх 8х 
Эц Эу Эм 
И. Е = -л Г = 
(4) а 5 57 о 
31 эт мех 
92 92 92 


которое имзетъ форму 

- А +Р,А* + Р,А +Рь = 0, 
Причеиь Рь представляете значен1е лёвой части при Л=0 и 
равно якоб1ану 49: (перестановка строкъ и столбцовъ не мёня- 


‘етъ значен1я опредвлителя); отыётимъ, что произведен1е трехъ 
хорней ^“\"\"' этого уравненая равно Рь или 4: 


ААА = Ча, 
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Преобразуемь теперь систему (*) въ другую, ей равносильную 
умноживъ уравнен1я этой "системы на 


и сложивъ, получимь, на основан1и уравненай (1): 
; 


Эх - Эу - э2 - 
- Х — )Х-л-- 1-1 = О0;- 
С А 5? Зи Зи 


умноживь уравнен1я (*) на 


у’ 9 Е 
и сложивъ, въ силу (2), получимъ: 
Эу.= Э2 - 


-^ = = 
Х+ (1 Эу 


умноживъ уравнен1я (*) на 


эх 3 88 
дн ° ди’ дн 


и сложивъ, получимъ на основан1и форм. (3): 


А-а-а 8 = 0. 
Зи 


Йтакъ, система (*) равносильна слёдующей: 


(1- АЕ ла тлей -о 
0") АЗ а -л 1 -л 52 =0 
Эу 
-л 93 _л т + (1-1 22 2 +0, 
Эн Эн Эм 


которая имзетъ р®ёшен1я, отличныя отъ 
1=1=1=0, 


при трехъ значенаяхъ ^, удовлетворяющихь уравнен1ю: 
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в СУ 088 
Эи Зи Эи 
Эх СХ 92 
Буа. -х =- == А Мю, 
(5) а - о 
Эх зу 92 
-^ 5 к 


„Въ этомъ уравненфи свободный членъ будетъь (при Л=0): 


а 11096 
6. а ое в 
оо оч 


‘в коэффишенть при’ ^® получится, если въ каждой строк® опре- 
двлителя вынести множитель ^ (тогда впереди будетъ инохитель 
^°) и положить въ новомф опредёлител /\=0, т.е. коэффи- 
цент при ^° равенъ 


ыы эх зу а2 
Эи ЕТ Эи 
эх зу ах 
Эу Эу Эу 
м 208 
дн Эи Эн 


Итакъ, уравнен1е (5) имзетъ форму: 
- Л ча" + ал +1 = 0, 
такъ что произведен1е ег корней 
ААА = И’ 
Но уравнен:я (4) и (5) должны приводить къ одинаковымъ зна- 
‘чензямь ^, такъ какъ системы (*) и (*') равносильнь, сл®до - 


вательно з 
ААА" ды ВИ 


39. = 1. 


Примпръ. Найти объемъ параллелепипеда, ограниченнаго пло- 
скостями: 


ах + ру +52 = в ах + Бу +. с5. = в., 


а а 2 
ах+Бу+сз 


и 
х 
х 


з а а 
ах+вужся=кК,, 


а"х +. Бну + "5 = 


| 
- 


Эх оу = 1, 
Введемъ новыя координаты: 


ц = 3х + + са, 


У ах. +61 +2013, 


и а"х +. 6"у +. с"2. 
Тогда якоб1ань 4. равенъ 
Эи Эи Зи 
эх ЗУ а 


й 

' 

| 

1 

1 

+ 

и 
>И 


Въ новой систем% искомый объемъ ограниченъ координатныхии 


поверхностями: . 
=, ч=ь,, 
у=к, у=к;,, 
м=1, и=1,, 


слздовательно, онъ равен: 


Я В (п:-в) (из 
= Ча щи = . 
А Г 

в К 1 


оао 


ИНТЕГРИРОВАНТЕ ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНИХЬ УРАВНЕНТЙ. 


$1. 


Пфоисхожденуе обыкновенныхь дирзференуальныхъ уравнений 


путемъ исключеная постоянныхь произвольных». 


Опредълене: обыкновенньымь дифференц1альнымь уравнея1емъ 
п-го порядка называется уравнен1е 


(2). 


Р(х, у, у’, У"... У о 


между независимой перемённой х, ея иеизвфстной функшей уи 
производными ея до ‘порядка и-го включительно. Проинтегрировать 
такое уравнен1е, или р®шить его - это значить найти выражен1е 
всфхъ тёхьъ функц1Й отъ х, которыя будучи подставлены въ дан- 
ное уравнен{е, обращают» его вт тождество. 

Выяснимъ происхожден1е обыкновенныхь лифференц{альныхь 
уравнен1й при‘такъ называемомъ исключен1и постоянныхь произ- 
ВОЛЬНЫХЪ. 


Пусть имвется уравнен1е 
СЖ, Ух бах бах бах С.) = ето АН 


гд8 х независимая перем®нная, у Функц1я отъ х, с., Са) 
С., ... Си :- постоянныя произвольныя. Дифференцируя уравне- 
нзе (1), находимь уравненйе: 


Су: мифеакн® , иаха обе 
или 


Вх, у, У", Са, С, ... С) = 0. 


Дифференцируя (2), находинъ уравнен1е 
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а 0, 26 
Или 


Е.(х, у, 5", У", Са, С», ... С,)-=0. 
Такииъ образомъ мы составимъ еще рядъ уравнен1й: 


У УС ба оба) ВО. о Бы 


ААА АО ое <) 


(==) 
Фо а (ку, У", У"... у ›- ба, 0, ... Са) ие 


(п) 
У У", У" се бр бд быль, бо): = Оле ВЫ 


Постоянныя С,, С», ... С, называются независимыми, если 
изъ уравнен1й отъ (1) до (п) возможно найти опредфленныя зна- 
чензя( д я С,, С», .., С, въ видв функцёй отъ х, у,у',У",... 
Риеье ; подставляя эти значен1я въ уравнен1е (1п+1)-ое, мь 
получимъ уравнен1е вида 

Р(х, у, у’, у", ... и” ®) О >. 

Это есть обыкновенное дифференциальное уравнен1е порядка 
п-го, и уравнен!е (1) называется его общимъ интеграломъ. 

АХ уравнен1й (1) `- (0+1) вывести значеня у, у’, 
у, ...У й черезь х и С,, С», ... С, и подставить ихъ въ 
уравненуе (*), ‘то получится тождество 


0=0, 
такъ какъ не можетъ существовать зависимости 
Ф(х, Са, Сь, ... Сп): = 0. 


Такимъ образомъ общ1й интеграль даетъ для у, какъ функц1и 
отъ х, такое значен1е, которое слухитъ рёшен!емъ дифференц!- 
альнаго уравнен1я, ‘т. вк. будучи подставлено въ уравнен!е, 0б- 
ращаеть его въ тождество. Въ составъ общаго интеграла непре- 
ыённо входятъ п посзоянныхь С,, С», ... Сп по числу единицъ 
порядка дифференц1альнаго уравнен]1я. 

Эти постоянныя С,, С2, ... С», ‘входящуя въ общ1й инте :- 
гралъ, должны быть независимы другъ отъ друга и ихъ можно опре- 
дфлить такъ, чтобы при н®которомъ х= хо Ффункци 
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и 
У, УхУух... 9 


получали заранфе даннья значен:я: 


(из) 


:) и 
Уо› Уо» Уо, 


Такая значен1я С, С», Сь, ... С, являются рёшенуями сл$- 
дующей системы: 


Ё:(хо» Уо» Са, С», ... С). = 0 
Е>( о, Ус Зо С, С», ... Си). = 0 
15(ху Уо» У» 552 Сь, Сы, ..: С, = 0 
Ё ' (п-*) 
Е0(%» Уо» Уо, ... 55 °, Са, ... С): = 0. 


На основанйи предыдущаго можно сказать, что общииъ инте- 
зраломъ дифференц1альнаго уравнен1я порядка п-го называется 
такое его р8шен1е 

Е(х, у, С., С», ... Ср). = 0, 


которое содержитъ п независимыхъ постоянныхь С;:, С», С.,... 
... Си» Т.е, такихъ, каторья можно опредфлить подъ услов1емъ, 
‚чтобы 


У Зе 4 
получали заранзе заданныя значензя при х= ж. 
Примпфъ. Дана функц! я 
у = С.Созх + Сьх..... (1). 
Взявъ д8% производныя этой функши, найдемъ: 


у’ = - С.З1ах +. С»бозх.... (2) 
у". = - С:бовх.- СыЗЗх , :., & (8). 
Изъ уравнензй (1) и (2) находимъ. 
С, = у Совх - у'З4ах 
РЕ 
С, = у зах +. у'Созх 


Подставляя найденныя значен1я С., С» въ (3) имбемъ 
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у" = -у бовех +. у’5зах Созх = у Зы! х - у-Зфих Созх 
али ы 


д РИ 


Это есть дифференцтальное уравнен!е '2-го порядка, общай ин- 
леграль котораго (1). Положимъ, что, при х=0, у иу' полу- 
чаютъ заранзе заданныя значен1я: 


Ув У 5. 
Тогда изъ уравнен1й (4) слждуетъ 
Уо = С,, Уо = С, 
и общАЙ интеграль уравнензя (*) будатъ 
9 = уоСозх + усЗЯах $ 


причемь найденная фуякц1я 1) удовлетворяетъ уравнен1ю у" +. у=0 
и 2) у ия производная у' при х-= О принимаю?ъ заранфе за- 
данныя значен1я: уо и У. 

Слвдуеть замфтить, что не всегда изъ уравнений (1) `- (п) 
можно найти опредзленныя значен1я для С,, С», С., ... Сы въ 
этомъ случа% результат исключеная постоянныхь С изъ системы 
(1) - (2+1) представить дифференциальное ур-1е порядка ниже п, 
ий обыкновенно возможно бываеть уменьшить число. буквъ С, вводя 
зак1я обозначеная, чтобы новья постояннья были независимы другъ 
отъ друга. 


+С 
Льимпр®. у= ,е* ее 


Выписьваемъ уравнен1я: 


х+С 
у = С, ЕР г: 
х+С 
И я 
+С. 
5. 
Результать исключен1я будетъ . 


а и) 
т.е. дифференц!альное ур-1е 1-го порядка. Это произошло отъ 
того, что в ур-1и (1) постоянныя произвольныя С: и С мох- 
но заывнить одной, положивъ С.е“? = С, стордя 


х 
уно 

и результать исключен!я 

-у=0 


получится по схем& общаго случая. 

Если разсматривать изложенное выше 
зрён1я, то ур-1е (1) (общёй интегралъ} 
выхъ, зависящихь отъ 10 ПРроизвольныхе 
альное уравнен1е (*) изображаеть общее 
вс%хь атихь кривыхъ {относительно касат 
п.) не завесящее стъ значен1й параметр 


Примпръ. ИыБемъ ‘уравиен1е 
(х-С,)* + (у-5,)* 


представляющее общее ур-\е окружностей 
въ точкв С,, С». 


(х-С:) + (у-С»)у" 
у +, (у-С»)у" 
Зуу" + (у-бь)у"' 


Подставляя въ (4) найденное изъ (3) 


получимь 


хто" = 


Зу'у"* - (1+ у") у" 


Припоминая, что радлузъ кривизны (с 


и дифференцируя это вырежен1е, получимь 


а 


2, 


з 


45 уд 


9х 


{1+у 2729 у^ 


®ВИСваАЯ ИАТВЫАТИ 


дров. Ка. ада" 


съ геометрической точки 
представить систему кри- 
параметровъ; дифференц:- 
геометрическое свойство 
ельныхь, кривизны и тт. 
овъ Са, С», ... Су. 


.6, 


радзуса С» съ центромь 


Дифференцируя его, находимъ 


и 


Е. 
О - 
9. ое 


ас 


выражен1е 


0. 


и. стр. 157 наст. курса) 


7. 


— (149 


‚7 ум 


не 


Чистъ 80. 
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о 


Въ скобкахъ мы получили выражен1е (*), и, слфдовательно 
уравнен1е (*”) равносильно тому, что 


В (радтусъ кривизны) = поем. 


Такимъ образомъ общимъ свойствомъ всвхъ кривыхъ (1)(окрух- 
ностей) является постоянство рад:уба кривизны. 

Кром общаго интеграла, разсмотрённаго вьше, упомянемь о 
частныхь и особениьхъ интегралахъ (р5шен1яхъ) . 

Застнууъ интезраломъ называется всяк1й интегралъ, который 
выводится изъ общаго при задан1и постояннымь частныхь значен1й 
(Зотя бы и =). 

Особеннымъ инивъраломъ называется такое р®8шен1е, которое не 
заключается въ общемъ интеграль ни при какихъ. значен1яхъ посто- 
янныхъ. Для примёра возьмемъ такое дифференцтальное уравнен1е 


т т 
2иу 
имземъ 
дну = 4х 
а(у у-х)-= 0 
уу - х= С, 


Отсюда находимъ общ1й интеграль 
к (ж+с,)*, 


который представляетъ систену параболъ (см. черт. 217). 
Во У=О также служит» ршен1емт, которое нужно считать 
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особенным; оно даетъ, какъ легко видёть огибаюцую системы кри-. 
`вБхъ: ` 3 
. у =. к... 


Замвтимъ въ заключе- 

|ч н1е, что задача интегри- 
у рован1я уравнен1я закли- 
чается въ нахожден!и об- 
щаго интеграла. и вс%хь 
особенныхъ рёшен1й урав- 


р х нен1я, при этомъ задача 
считается рёшенной, если 
неизвВстная функц1я вы- 
Черт. 217. ражается въ квадратурахъ, 
т.е. черезъ неопредёлен- 
ные интегралы, причемь безразлично, берется ли квадратура въ 
конечномъ видВ или нётЪ. 


$ 2. 
Интезфированфе уфавненфй помощью рядовъ. 


Пусть дано уравнен1е 


= ху," ьу", ... ВР Вов 


Кифферендяруя его нёсколько разъ по х и замвняя каждый 
О. 


разъ у ея ввражен1емъ (1), составимъ рядъ уравнен1й: 
(2) т а ба И... Нбечну = 
= а (х, Ух У“ у", ... ем, 
(3) о = ых, у, у, У", ... Ра ит.д. 
О О и а 


Поступая такимъ образомъ, мы можемъ вс® производныя 
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(п). (0+2). (0+2) 
о и ра 
выразить въ функц{и отъ 


ее (1-3) 
пт ву, у’, У", ... У ь 


и 0-2 
Зедадимъ теперь произвольныя значен1я Жо... : 


при х= а; пусзь 
(п-*) 
- Уз» 9% у, ..* Ув 


будутЪ эти ЗАЗ, Тогда моем съ (1) по (в+1) и проч. 


даютъ значения у” ‚.... при ха: ; 
(п). (==). 
а, Ув а (9) 
(0+0) Е (п+*). и 
Уа = 2508 Ув, Уд’ Ув Ма. ПЗ ЗчАаААЯ а 


Предполагая, Что намъ удалось подыфтить законъ составлен1я 

чиселъ 
(п) (п+2) 
У тва {о 
, (1) 

черезъ данныя числа у), Уд, ... Уа ‚ и_что вс ати числа 
(") конечныя, мы можемъ представить неизвёстную функцию у въ 
вид разложен1я въ радъ Тейлора по степенямъ разности (ж-а)-: 


а. + ве 
вв ав 


К <). 


Если атотъ рядъ оказывается абсолютно сходящимся въ н8ко- 

торомъ промежутк® значенй х, то р И у будетъ непре- 
О 
рывной функц1ей отъ х, уз, уд, ... Уз В 
ах (п-*) 

у = И, Заид а 
и, согласно нашему опред®лен1ю, есть общ1Й интегралъ уравнен1я 
1-го. 

Главное затруднен1е этого способа заключается 1) въ томъ, 


* = 
910 нужно подифтить законъ составлен1я чиселъ (*), и 2) въ во 
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прос8 о сходимости ряда ("”"). 


Примпьь. у’ +ау=0. ие 
Уравнен1е (1)... (1+1) будутт: 


(1 у--ау 


аа 
(3). уз - абут = а“у 
(4) = 


(5) УТ = аут = — ау з 
Е иу 5 
У = ау" = ау ид 


Законъ подмё&чается, а ‚именно: 
2 0 20 
у... Са 
в", = ноту. 
Пусть при х=0 
у УЕ У =: Е 
тогда 


(20) ой. 
о = (-)а у 
(20+1) 
Уо = (-1) а у 
Разлохен1е въ рядъ Маклорена будетъ: 
2 з 
ь и х ит 
о КЕ : 
Ры ах“ ах 
= 1 - 5--- + + + 
„| 158 129 123458 ] 
уз .| р ах < а*х" ] 
ааа ава 
т.е. 
= Уо. <: 
у = 955боз ах + а. Зла ах. 


Иногда прямо пробуютъ найти чабтныя рёшен1я даннаго диффе- 
ренифальнаго уравненая нъ видф пядз, расположеннаго ийФ цфльмъ 
ОВР 


а 


= 470 — 


возрастаюцимъ степеняыъ х -а 


аа во 
Примпиръ. 1 
ея +у=0. 


Вудемь искать частное рёнен1е въ видё 


2 и п 0+2 
у = ао +а:х + ах + азх +... + арх + ацуах еще 


Аля этого составныъ лзвую часть даннаго уравиен1я. Имемъ 


У аз ны 
ы = = + За; + саьх + ....* пах я 
п-* п 
+ (1+1) авах + (0+2) арках" +.... 
0-2 
у" = 21.8 % 8.2.2.5 +... ВЕ ФахС ое 


+ 


ое : (0*2) (0+1) арьзх, ..... 


Откуда 
у" + г у = И {ао + 2*а»). + х(а1+3*аь) + 
х х 


аа). +, а + (0+2) *аа Г... 90 


Это уравнен1е даетъ намъ услов1я для спредфлензя неизвёст- 
ныхъ коэффиц1 ентовз: 


а: =0 
2 1 
ао + 2а, = 0; ее бы 
а: + З*аь = 0;- а. =0 
а, + 4*°а. = 0;- а. =-* = 
4 
а + ба = 0; ак =0 
а 
2 = . .-з->—*=- —----— 
в ВАР г обе ил О 


и т.д., вообще: С м к 


я 


п 1 


а = (1 а 
я 28.486... (20), 

причем ао произвольное число. Возьмем а. = 1. Тогда част- 

ное рёшен1с предложеннаго уравнен1я представится въ видё 
ив а х 
у = 1-—*+ 
ЕО аа: 
причем рядъ будетъ сходящ1йся при всякомъ конечном х. 
Эта функцая " 


+... 


у = 42о(х)- 


называется Ввсселевой или цилиндрической функцфей нулевого по- 
рядка.- 


$ 3. 


Вдассы уфавненуй 1-зо порядка и 1-ой степени отнови- 
пельно у', кстофыя интезрируются въ 


квадрапуфах%. 


1-ый классъ. Уравнен1я, представлякщ1я полный дифференцЕ- 
элъ. + 
Если дано уравнен1е 
Мах +. Мау = 0, 


гдё М и М- функции отт х и у, и окззьвается 


зу ЭН 
зу эх ' 


то, какъ извзстно изъ предыдущего (см. стр. 117), въ этомъ слу- 
чаз < Г ® 
Мах + Мау = ЧЕ(х, у). 


Псэтому данное дибферени1альное уравнен1е переписивается 
вЪ вид г 
ЧЕ(х, у). = 0, 
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я слёдовательно 
Е(х, у. =С 
будетъ общ1й интегралъ предложеннаго ураввен!я. 
Вримьь%. , 
(х.1ову- х* +.Созу)у' + (х°+у.105у- у- 2ху). = 0 


Здфсь первыя скобки отвфчаютъ ввражен1ю М, вторая -- М. 
Псематримт, удовлетворяется ли поставленное ввше условфе для М 


и №: . 
- У з не 1- 2х = 105 2х 
— = "<. вт = = 
зу у 8У У 
` 
э = 108у- и. 
9х 


Предложенное уравнен1е - полный дифференизаль. Рёшаемъ его 
до общему способу: 


Ех, у) = коза + (уз = Их + ж(у.1ову — у). - ху + 99), 


а 


г“ х.103у = х° + Сову = х.1ову = х*+ф'(у), 
Иывемъ 
$' (у) = Созу 
Ф(у). = Зшу. 
Слёдовательно 
Е. 
х 
Е(ж,у) = -- - ху + ж(у.108у - у) + З10у + С. 


4 


Класс 2-ой. Уравнен1я съ отдёлененми перемёнными. 


2 Х. У» 9х + У. ву 20, 
`гдв Х., Х, - функши только сть х, а У,, 1, - фувкши отъ 
у. Раздфлимь данное уравнен1е 


1. 1ьах + 1,1:97 = 0 


на произведен1е *%,У,. Тогда получимъ уравнен1е: 


еее 


0, 
` или г : 
х у 
‹ы. [| = 0, 
У» У. 
откуда: |. о 
х У 
У 4х + = 4-0 
2» У, 
- представляетъ общай интеграл. 
Принт. 

- у*(1+к)ах + х*(1-у)4у = 0. 
Перепишемъ уравнен1е, отдёливЪ перемённыя 
ААУ ду то 

х у 
| Интегрируя, получимт: 
| 
д 
Л: < ах Г =С 
эвм =. = Фо5у 
| 
| 1 ха 
| 1022 = О 
у Хх У 
Или 
} х +9 
А е > 
я 


если положить С= 108 А. 


Класс® 3-14. Уравнен1я Эйлера: 


(ау.4х +. 5х.4у) + ху (су.ах + Тх.ау)- 


Раздёлимъ все уравнен1е ва ху: 


8. 
а %.: 3] = 0. 
х у у 
Полагая 
а ь СЕ 
ху = № $9. 
найдемъ 


а.105х + 5.105у = 105 и 


с.1о8х + Е.1обу = 108 у . 


Дифференцируя эти равенства, получимъ 


ах ду 94 
а -— +6 -— = -—- 
х У р 
9. 
В 
х у у 
Если въ системв (*) аГ-с не = 0, то р$шая ее относи- 
тельно 105х и 1с5у, найдемыъ * 
1955х = в[.105и + К.108у 
1ову = 1.1054 +. р.1о5у, 
гд8 &, К, 1, р- постоянныя; отсюда 
к 
х = Ш 
1 
у=-@а у? 
и слёдовательно 
еп ог 
ху = м 
гд8 а и г сновыя постоянныя. Теперь мы можемъ переписать 
данное уравнен1е въ такомъ видё 
Чо га 
с О 
У 
или 
а р 
5 чу а -0 
в 
Интегрируя, получиме 
1 и 
о я у = С. 
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Вводя сюда выражен1я и и У черезь х и у, получиыъ 
общ:й интегралъ. Если же аЁ:- с = 0, ‘то 


озкуда 
а=еА, = А. 


Тогда данное уравнен1е представится въ ‘вид® 


Л(су.ах +. Ех.ау). + ху (су.ах +. 2х.ву).=0 
или 
во 
(су.4х +. Ех.ау)(л +ху)-=0. 


Иыбеиь два рАшен1я. Первое 


а 
су.ах +. гх.4у 0 или с КЕ: Е 9 =0 
х у 
даетъ общ1Й интегралъ 
О 
х.у = 6 


второе рзшензе 
й\ у, = 0 
будете частное, если 
ы = 
Аа 
или особенное, если 
ш-щ % 0. 
Примпръ. 
2х.ду - ду.ах +. ху(х.ау - у.4х). = 0.. 


Раздёливъ данное уравнен1е на произведен1е ху, перепишемъ 
его въ такомъ видв 


Поларая 


: и логарифмируя эти выражен!я: 


`- З1о8х + 21ову = 10 и ке 
-— 105х + 105у = 108 я; бе ; 


= 48 -= 


путемъ дифферекцирован1я найдеме 


9 


а... 9. 
х У а 


х у у 
Для составлена зыражен1я ху черезъ новыя перемённыя @ 
й У имфемъ изъ уравненай (*) 


4105х = 2105у- тои 


4103у = б105у - 1054, 
откуда 
ях: И У у" =“ а у 


Предлохенное уравыен!е получаеть видъ 


. 


9 - 4 я 
о часу =0 
о У 
Или 
9 
= + м.4 = 0 
ц/з 


Интегрируя, получимз: 


20% + тд: *36:) 


Или ке 
У тдии # С (С = 25,), 
О 
2 з 
Хх х 


а, накомець, общ1й интегралъ будетъ: 


у*х +4у = 64° 


Влассъ 4-ый. Одксродныя уравнен1я: 
Ф(х, у)ах + +(х, у)4у = ©, = ев 
причемь ф и \ однородныя ‘функции одной и той же степени т. 
По свойству однородныхъ функп1й можно написать 


и У 
О Е 


ух, у) = х (1; 


Подставляя ати выражен1я въ данное уравнен1е и сокращая на 
х , получимъ 


1< 


(1, ах + \(1, узо 
х 


или 


$7 ах + К 7 249 =.0.. 


х!< 


Замвтимъ, что у ° изъ однороднаго уравнен1я 


т.е. ПАСА ла ть однородную- функг1ю нулевой степени стЪ’хи 
у. Полагаемь /х = 2 и сл®довательно 
у = х2;-  "ауз в. ах + х,42. 
Тогда будемъ им ть 


$(2)ах + 3(2)(3.4х +. х.42). = 0, 


р 
я 


^ аж (2) + в.в) + х. (2) 98 


За. о, 
х 6(2) + 2.32) 


9 Е Е 
а Л НИЕ и 


. У ь 
'ВыполнивЪ квадратуру и введя = Ух, получимъ общёй ин- 


тегралъ. 
х.ду ‚уе ФУ 4х = 0. 


Здвсь ш= 1. РаздфливъЪ все уравнен1е на х, получим: 


Примпръ. 


Положивъ 
у = ха; уз х.42 + в.ах, 
зайдемъ 


ъ .ь ы. 


о А: 


х.42 +. в.ах у: р дж. 0 


&х( 2 уг: 2”). + х.ав 


=0 
ах 42 
И = 0 
= у 1+2+8 ы 
1о&х "Ду +. 32° - 2)45 = С 


1одх + Ут = ++ ана *у: +2)- т 2 =Сс 
1о8х + р у +1*+- 5 18 у+ух рые м "5% =С 


аа Ия 57| +13 у" -у] - 
х 
, А г: - 
*[ ‚уе + у" | = де Хх [9х - У. 


2С = 105 А. 


РД 


Классъ`5-ый. Уравнен1я, приводимья къ однородными: 


+ +с 
Е ее =: |. 
азх + 60:у + С, 
Предложенное уравнен!е легко приводится къ однородному под- 
становкой 


х=и+. 9 
СВИТ и) 
узу+В 
Тогда имфемъ : 
ах + ру+с = ам + БУ + (а0 +. 58 +. с) 
азх + 6.у + С, = аа +. Бам +. (аб + 6,8 +с,).. 


Опредёлимыь &« и В иизт того условая, чтобы послёди1е чле- 
ны обратились въ нуль: ` 
\ ше то 


а: + 0:8 +с. 30. 


Воли 20, - а: не=), то а и В можно найти.. Изъ 


чае 


уравнен1я (””) находим 


Чх = 944, Чу= ау 


мех 
| г) 4х ^^ 4 


- мы получили однородное уравнен1е. Проинтегрировавь это урав- 
нен1е, вводимъ выфсто и и у ихъ значеная черезь хи у: 


Если аб, - а:6 = 0, то 


Полагаемъ 


отсюда 
у а.4х + Ь.4у = 92, 


а + Бу' = 2', 


1 
азх + Б.у = У (к+ы) = у. 


Подставляя въ данное уравнен1е, Оолучимъ 


з'- ‚|. ке 
ВАНА Ч > ] = $(2), 
-2+с, 
5 Е 
8 з в + (2) 
42 42 
=== -- = 9%; =------— = +С. 
а + 57( =). : И + №3 (2). - 


Йослв интегрирован1я положимъ 


3 = ах +. Бу. 
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Приипръ. 
(х+у- Шу" + Зу- х=0. 


Рёшимъ ато уравнен1е относительно у' 


НЫЙ 
х+у-1 
Положимъ 
х=ацча, у=у +8. 
ЛФогда 


х - Зу = ц+ а - ЗУ - 38 = и- З + (4-38). 
х+у-1 = ци+у+ (49+8-1). 


Йзъ уравнен1й 


опредёляемь & и В: 
а. 


а = р 8 = 


Итак ыы привели данное уравнен1е къ виду 


рмеь ЧУ ц - 3 1: 3 
>. Ч4 + у ОНИ 


т.е. классу 4-ому. Далёе, полагаемь у = 46; отсюда 


Чу г, 9% 
аи “в 
авы 
да тж 
4% 1- 3% 1-4%-% 
Е Ч В ты 
Ча 1+% У 
Мы 
1-44-44" ь 
Е = - 10а + С. 
$ + 44-1 


Выполнииъ теперь интегрирован1е: 
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4% _ и 
т О В ВЕЕТ 


(1+2) *-5 м5 $ +2+и5 
Чи". — 
о 
еее 5 
у + (2+/ 5)и 
Общуй интерралъ будете 
ЕР АИ у, у5 
Уи а -А [= О: | ‚ 105А= 
. у + (2% 5)а 
Дфлая подстановку 
. 3 
ие 0, у-У- А, 
находимъ # 
Ат 50° = — Дун даау=Е = 3+7. - 
3. ® 
Е АИ 


Окончательно им$емъ 


А бук + = 


з — р Ух 
(а ГА - 7.18 
ь И СЕ >. | 
(4 поставлено вывото 4*). 
Ялассъ 6-ой. Уравнен1я линейныя 
у’, Ру = 0, 
гд8 Р и @ суть функи!и одного х. ии изии 


1) Способъ Бернулли. Положимъ у = цу. Ваявъ производную и 
подставивъ въ данное уравнен1е, получимъ ; 


цу + у" + Ру = 9 
Уи + У(и' +-Ри). = 9. 


Опредёлимь и изъ уравненя 


"ВЯСЕАЯ ИАТВИАТИКА". Про: 4.4. АДАИОВЪ. Чисяъ 31. 


Отсюда 


= +Ри=0,; : -- =- Рах;. 


—/ГРах 
105 = - Рах;- и [53 7 


Теперь остается опредёлять у изъ уравнен!я: 


ц = 9; 


имЗемъ 
Ч 6 В а/Р4х 
и 


р 
у = с+ Г в 


Сбщ1Й интеграле будетъ равенъ 
-ГР -/Ра. Р 
у» С Г р 


2) Способъ Эйлера или способт инсжителя. Умножимъ уравне- 
н1е 
Рах 
у' + Р=@ на 8 
Тогда получамъ 


р |-] 
уче ах АН „в/Рах. 


а 
Очевидно, что лёвая часть представляетъ полный дифференц!- 
алъ функши зах 
уе. 
‘а потому все уравнен1е можно переписать въ видЁ 
9 ах Рах 
— [5-9 1 = о. в Е 


4х 


Интегрируя, получинъ 


о Е Е 


3 Ра. УРах 
= ее. =) = а. ах. 


< 
[ 
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Приитръ. 
А я . 
х*-1 
Рвшаемъ по способу Эйлера: 
2ха. 
а = 5. = 4108(х7-1)- 
= 1 
Ра. 
=’ и хе -1. 


Умножая все уравнен1е.на этот множитель, получимъ 


у'(х?-1). +. 2жу = ух 
а р 
= [их ] = ух 
4х ь 


У(х*-1) =С+ 2 ах = с + хх 
и наконець в 
Вик, 
Ия 58-1 
Влассо 7-ой. Уравнен1я Вефнулли (приводящуяся къ 
внмъ): 
уф ру = 799, 
гдё Р и © - функци ость х. 
Раздфлимь все уравнен1е на у: 


т" = а. 
— 0+3 
Положив У = 2,  дифференцирован1емъ находимз: 
= - (уу, 
Отсюда имбемъ 
2' Е 
—=---=-- + = 
- (- 0, ть , 


т.е. приходимъ къ уравнен1ю линейному. 
Примпр®. 


у' ве = У*108(1+х*).. 


диней- 
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ДБлимь уравнензе на у*: 


О 
к = 3. 
у? У +х 
Полагаемъ 
1 , 
ОР, 
у у 
Отсюда 
з (1+х*) 
2 - р =- 108(1+к°).. 
1х >. 


Далфе, по способу’Эйлера находямъ: 


_з/_4Х 
«/Рах и Нога ы 
р (1+ х)® 
Е 6) 
(1+х)*  (1%х)* (1+5)° 
Г В „зо 
48 (1+х)? (1+х)* 
2 
ь = в # 0С(1+х)?- а равыены = 
7’ (1+х) 


Квадратура берется въ конечномъ вид. 
лассо 8-ой. Уравнез1я вида 
Е(х,у)ах + +(х,у)ау = ч(х,у)(хау - уах), 


гдз ЁЕ и $ однсродныя функш1и одной степени ш, у :- одно- 
родная функцая другой степени п. 
По свойству однородныхт функцай имфемъ 


(к, = хо Ка, 9). = хо РИ) 
$(х,у) = х Ф(1, У к $(%). 
\(х,у). = хо ча, ЖЖ). = х 9%). 


Е 
„Внеся въ уравнен1е, сократимъ на х и полохимъ % = 2. 
Получим ь . 
0-0+2 
Р(2)ах +. $(2)4у = х $2) 42 ;. 


такъ какъ 
хау - уах = х?. к х2а( Як), 
Заы8няя 
у = хаз+ 2х, 
находимъ: 
[2(2). + 2.6(2)] 4х +. х.$(2)42 = а 9(2)42 
Иди 
ах +2 
5 вх. Р(в). = хо 98), 
42 
гдё 
$2 Е 
М И. 


(2) + 1.92) Е(2). + 2.42). ° 


Такимъ образомъ мн приходимъ къ уравнен1ю Вернулли для х, 
какъ функц1и отъ 
в = %, 


Прииьрз. 
х*ах + у’Чу = хау- уах. 


Зд8сь в= 2, пз0. 
Дфлая уравнен1е ва х” и полагая У = &,  находимъ 


ах +. 2°(хаз + вах). = (аз, 

(1+2*)ах + 2°.хаё <= 42, 
2 

с В 

42 1 1+ 2 


Множитель Эйлера будетъ 


3 з, з, пе. 
е 1%5° _ в/ч о у ее я 


Умнохая уравнен1е на этотъ инохитель, имфемъ 
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Г не ' 
хо : == (1+ 2°) » 42. 
1+ 2° у: * 2° ; 
Квадратура не берется, такъ какъ двучленная иррацзональ- 
ность не удовлетворяетъ услов1амъ Бернулли. 


$ 4. 
Задача объ изозональных» ираекторзяхъ. 


Дано уразнеи1е систень кривыхъ 
Е(Х, 1, а). = 0. 


„Фребуется найти ур-1е кривой, касательныя къ которой составля- 
ли бв съ касательными къ даннымъ крявымъ ‘въ точкахъ ихъ пере- 
сфчен1я постоянный уголь . 
Искомая лин1я называется - 
изозональной праектор4ей для 
данной системы кравыхь (см. 
зерт. 218). 

Всли обозначить углы, соста- 
влясыве касатёльными съ осью 
Х-овъ черезъ в. - для иска- 
мой кривой и и - дая данныхь 
кривБхь, то, очевидно, будемъ 
имётЬ 


Черт. 218. $ = (в - на) = 


1+ ара 
Во 


ча = у, 
прячемь у опредёляется, какъ функц!я от$ х изъ уравнен1я 
искомой кривой, ‘а = 

428 = Г 
находится изъ уравневёя 


- 487 - 


#х(5, 1, а). + #5(5, 1, в). +0 
при р 
Х=х, =, 


откуда 
, 


чар = - 9 

Ру(х, у, в). 

Подставляя въ выражен1е 155 найденныя значен1я 18 и 
ФЕЫа, пОолучимъ: 


х 5 = 

Р®шая ато уравнен1е относительно у’, найдемъ:, 
У" = э(жьу, а). 

Исключая @ изъ системы 
у'. = Ф (к, у, а) 
Е(х,у,а) = 0, 

получимъ дифференц1альное уравнен1е 

Р(х,у, у’) =0. 


„ЕВРО .0бщ1й интограль‘и ‘представляетъ уравнен1е искомой тра- 
ектор1и или, в%рнфе, системы траектор1й. Для ортогональныхъ 
траекторай имФемъ; 9 = 90° и У’ опредвляется изъ уравнен1я 


представляющаго услов1е перпендикулярности 2-хъ прямыхъ: 
1+ тар лан: Бо 
Й въ этомъ случав мБ получимъ систему 
у' = 9(х,у, в) 
Е(х,у,а) =`0. 
Исклачивъ а, найдемъ уравнен1е 
Р(х, у, у') =0 


и зат8ыь его общ1й витегрэалъ 
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$(х, у, С).=0. 


Примтръ 1. Найти изогональную ‘траектор1ю съ угломь в для 
прямвхь 


= а. 


Для данныхъ прямыхъ имвемъ при х =х, Т=у: 


ЗЕ у. 
откуда . 
$5щ + у' „Як. лви = у - У 
1ы + % = у'(1- Уши). 
Полагая 
У = 2, уе та, 
найдемъ 
Е +2 = (2%х2')(1- 2.650). 
0 фа = 2- 2144ы` + ха' (1-2. 455) 


$80(1+2*). = х2(1- 8.480). 


Совы (1 - 2.150)45 ах 


р не --- = 


1+ 2° ыы 


Интегрируя, получимъ 


Софвы .агсаеа - поз 1 +2 = 10&х- 1084 


Софвь.агсфе = 


„Вводя полярнБя координатв: 


г = Их +’, 9 = `агсфЕ ®, 


будемъ имёть 


бош. 0 = дов 1 
т в Софи 

т 

г’ а 


:- это уравнен1е логарифмической спирали (см. черт. 219). 


Зерт. 219. „Зерт.220. 


Примпфъ 2. Найти ортогональныя траектор1и параболь: 
У = 2х. 
Поступая, какъ въ предыдущем примёрё, найдемъ 


ты 28 


= - 
т бежать 
у 2х. 2х 
_и въ данной точк® (х, у) 
ео у 
2х 


.Дая искомвхь кривыхь угловой коэффицтенть у’ связанъ урав- 
_ вен емъ 
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1+-— = 0 али 2хах + уау 


и 
‚о 


Интегрируя, получимъ 


ру = ©. 


Это эллинсы съ перемёнными полуосями 6'= ©, а= из. 
и постоянныиь эксцентриситетомъ 


а - 5* 1 
е = ис м ыы 
2 


а уз 


Объ особвнныхъ ришензяхъ уравненфя пефеазо пофядка. 
я Нахожден1е особенныхь р$шен1й по данному общему интег- 
ралу. Пусть дано дифференцуальное уравнен1е 


у" = Е(х, у) 


У = э(х, С) 


- его общёй интегралъ, такъ что имфемъ тождественно 


С 
а $(х; б) = М 9х, есь. 


Чтобы найти особенныя р%тен1я, будемъ разсматривать въ ввра- у 
жен1и общаго интеграла у = 9(х,С) :- 6, какъ функпю отъ х, 
которую подберемь такъ, чтобы у = 9(х,С) удовлетворяло диффе- 
ревцуальному уравнен1ю у’ = Ё(х, у). 

Такимъ образомъ должно быть: 


э э [$ ь 
3 Ф(х,С) + 36 Ф(х, С) ие Ех, $(х,С)] 
и изъ сравнен1я съ (”) находимъ 


э ас 
не реже та 
Эх 9(, © ах о, 
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откуда 
ас ар: 
вали с, 0, или 56 (>, С). = 0. 
Если 
ЕАО 
Е 


то С постоянная, и мы возвращаемся къ общему интегралу. Если 
же. 

Е] 

о Ф(х, С) =0, 

тогда имземъ 


у=9(х, С) 

ка зоо ВИ 
В вы 
эс 


эта система дзухъ уравнен1й по исключен1и С и даетъ рёшевая, 
которыя могутъ не заключаться въ общемъ интеграл&. Во всякомъ 
случав надо провзрять: 1) будетъ ли это значензе у рёшенземь 
ий 2) ве заключается ли оно въ общемъ интеграл. Такъ какъ си- 
съема (*') по исключев1и С даетъ огибающую для системы кри- 
выхъ У= 9(х,С), сто получаезся: 


Творема. Особенвыя рёшен1я представляют огибающ1а той си- 
стемв. кривьхъ, которья изобрахаются общимъ интеграломъ. — 


Замечанав. Если общ1й интерраль представленъ въ видё 


$(х, у, С) = 0, 


то имвемъ 
9$ 9 ау 
рая 
; С 3 ас # 
откуда зз 
47 _ 8. 
65 э$ ' 
зу 
. тавъ какъ равенство ыы = 0 въ система (*') заыёняется теперь 
или равенствомъ 
99” э аа 
96 ЕТ : 
5 
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20 въ атомъ случа (С придется исключать изъ системы: 


Ф(х, у, С). = 0 


или 
4(х, у, С). = 0 


Изъ обфихь системъ по искличен1и С могутъ получиться 060- 
бенныя р&щен1я. 


Пим. 


Замвтиыъ, .4т0 это уравнен1е можеть быть представлено въ ви- 
д%: и ЕТ я 
—__ 54 + 54 = ах или 4/= у -а’ = ах, 


у» + у а 
аткуда, интегрируя, получиымъ 
Уг+я-= = х+С 


у а = (50), у-ва" = 62 + 2хС, 


Ф(х,у,С). = 5°- 256 - 6*-а° = 0. 


Для особенныхъ рёшен1й имземъ двз системы: 


6 =9 Ф= 0 

(1) 98 . (2) р. 
м: 3$ 
зу 


Первая система будетъ 
у? - 2хС - 6* - а*=0 
ыыы 2 
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Исключая С, находимъ: 
у - а" =0 
или 
Ух ое ва 


ь 06щ1й интегралъ представляет параболы, особенное рёшенае 
окружность. 
„Вторая система ничего не даетъ. 


о = м 

8. Вахожденае особеннаго рёшен1я безъ помощи общаго инте- 
грала. 

Пусть дано уравнен1е 


КОВ Е и 


причемь { пёлая функи1я, зависящая отъ х, у, рра р=у', 

Если ив считаемь х и у заданными, то р получаеть изъ 
уравнен1я (1) одно или нёсколько различныхь значен1й, которвя 
представляютъ величины тангенсовъ угловт, образуемыхь съ осью 
Х-овъ касательными въ тачкв (х, у) ко вофмъ криввыъ, удовде- 
творяющиит уравнен1ю (1). Мы знаемь, что если общ1Ий интеграль 
есть система н®каторыхъ кривыхъ, то особое р%ёшен1е есть огиба- 
ющая атихь кривьхъ. 

„Возьмемъ тачку М(х,у) на огибающей. Такъ какъ въ этой 
ачкз касательная къ огибающей совпадаетъ съ касательной къ од- 
ной изъ огибаемвхь, ‘то въ ‘точкё И савпадаютъ по крайней мёрё 
дв& касательныя, а, сл®довательно, по крайней мёрё 2 значеная 
р, опредёляемыя изъ уравненая (1), оказывеются равными, Въ та- 
комъ случа» уравнен1е (Хх, у,р)-= 0 иывютъ кратные корни р, 
й должно вБиолНиТЬСяЯ услов1е: 


6х, у,р) = 0 


Исключая отсюда р, мы ваходимт уравненае огибающей, т.е. 
особенное р8шензе. Отсюда слздуетз: 


Теорема. Исключен1е р изъ системы 
4(х,у,2) =0 


2 Ех,у»о) = 0 
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даетъ зависимость между х и у, которая можеть представить 
особенное р$нен1е; но всегда слёдуетъ провёрить: 1) будетъ ли 
это рёшен1е и 2) будетъ ли оно особенное. 


Примпръ. 
(х + 99") - (уча). =0. 
'Шереписывая это уравнён+е. въ вид® 
(х + ур) * - (х’ +у’- а"). = О = Е(х, у, р). 


а дифференцируя по р, получимъ 


ия 5+ ур =-0. 
[е] 


Отсюда 
х ур =`-0;. 


подставляя въ данное уравнен1е, получимъ особенное рёшенле 


хе чу - а = 0. 


85. 
Уравненае 1-0 порядка и высшихъ степеней относительно ть 


\] млассз. Уравнен1я, ве содержащая 5: #(у,0) = 0, гд8р 
обозначаеть у’. 


Катезюрая 1-ая. Уравнен1я. р38шадтся относительно р.Въ атомъ 
случаз уравнен1я приводятся къ виду С 


у _ 
р = 3(у). или 27, 


откуда 


Беря квадратуру 


ВИ : 
ВЕ. же 


получаем общай интегралъ 
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Ф(х, у, С). = 00. 


Примвръ. 
у'* - Зуу' + 29° = 0. 


Легко видёть, что ато уравнен1е ‘разлагается ка мнохители 


и 


(у'-29)(у'-у) 0. 


Имбемъ 2 рашеная 


' + 


О-В У; 


_` каждое нужно разсыатривать стдфльно. 


9. 
1) у’ = 2. Перепиаавъ его въ видё — = 2х и бера ква- 
дратуру, получимъ: 


105у = 2х + 1080; у= р 


2). у' = у. Поступая, какъ указано вше, кайдемъ 


а. 
—: = ах; 105у=х+ 1050; у= бе^. 


С въ обоихъь случаяхь одинаково, такъ какъ для уравненай 
перваго порадка мохетт бать только одна постоянная произволь- 
вая. Соединяя полученные результать, и получимъ общёй инте - 
гралъ: 

2х х 
(у- Се )(у- Се). = 0. 


Катезорзя 2-ая. Уравнен1л р%ёшаются относительно у, ‘т.е. 
приводятся къ виду: 
у=У(о)-. 


Инзегрирован1е производится путемъ дифференцирован1я. Им*- 
емъ 


* 
< 
и 


$' (р)ар; 
съ другой стороны 


ву 
Ее, Чу = рах. 
Саздовательно 
р9х = $'(р)ар, 
сткуда р 
9х = $: (242 ню = ес . 
р В 
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Уравнен1е для искомыхъ кривыхь получается въ параметриче- 


скомъ видё: 
, 
х+С „еее 
р 


у = 9(2)-. 
Если р можно исключить, то получимъ общ1й интегралъ 
Ф(х, у, ©). = 0. 
Приипр%. у=у' + 511у'. Введя обозначен1е у’ = р, напи- 
шемъ данное уравнен1е въ вид® 
У = р+ 54р, 
Дифферевпируя, получимъ 


ь ау = рах = 94^р(1+Созр)- 
или 


а. 
ах = та* Созр).. 
р 
Веря квадратуру, будемъ имЁть 


х Ста вов > / 5-4», 


причемъ послёдн1й интегралъ не берется въ конечномъ видё. Поа- 
лучаемъ параметрическое уравнен1е искомыхъ кривыхз: 


. Со й 
х+С = 108 9 4; утр+ Б4р. 
р 


Капезорая 3-ья. Уразвен1я, представляющая 2 или 3 группы 
однородныхь членовъ порядка п и 1+1, если 2 групив, и па- 
рядка ш, +1, п+2, если 3 группы, 1.е. уравненфя вида 


#(у,р)- + Е»(у,р) = )0, 
лор. пор. Ш+1 


2:(у,р). + Е»(у,р). + Ез(у›р). = 0. 
п 4+1 ш+2 


в 
Возьмемъ 2 групиы. Раздфливъ лёвую часть уравнен1я на У, 
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по свойству однородныхь функц1й мохемъ написать 


в.а, №) + уЕь(а, 75) = 0. 
Положивъ % = %,  найдемъ 


#:(1, &). + уЕ»(1, &).=0, 
откуда 
у = +(®. 


8; 
У насъ р = у, т.е. т = у; са потому 


2. ме 


у в. Ы 
Отсюда 


х+ С 


и 
= |< 
| 
< 
«!> 
Я. 
«| 
> 
` 


Присоединяя сюда данное уревнен1е у = 4%(&), получимт па- 
раиетрическое уравнен1е искомаго общаго интеграла;  исключенйе 
% зетъ 0641й интеграле въ видь 


ы(х, у, С). = 0. 


„Во второмъ случа, ‘т.е. въ случа® трехъ группъ, приходимъ 
къ квадратному уравнен1ю стносительно у, какъ фукп{и от %. 
Яриитръ- - ‹ 
у нуу" = 0. 
Здвсь -2 группв: 5-ГО и 6-го измврен1я. \ереписавь уравнене 
въ видё Е 
; ме 8° Уса а 
УСА + 1*+С4)*] = о 
5 У». 
и сокращая на У’, пололимь “/у= %; получиме 
2 + уч) =0, 
откуда 


ЧВЫСРИЯ МАТЕУАТАКА", Проф. 4, А. ЛАЛИСВБ. ‚› Тисжъ 32, 
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и а г а 
ау = - (4%) 34% №.6аь _ _ ЗИ) 
= (1%) 3 
‚Далзе ь: 
мг 
КА 
Я 3(4°-1). а 
а 
Наконець а 
® 2 
е - * 
Я х+С = 3 ее ы- (квадратура берется). 
ча" ы 
Если сюда присоединить уравнен1е у = ------., сто получимь 


з 
параметрическое ур-1е яскомнхь кривыхъ. 1*% 


11 классу. Уравненая, не содерлащ{я у: (х,р)- = 9. 


Естезоз4я 1-ая. Уравнен1я рёшаются относительно: р:' р=ф(х):. 


2 
ду ь 
=. -- = 9х) 
4х У 
‘откуда й } 


4у = $(х)ах и у+С = сом 


- Общай интеграле. 


Примпрз. у'*- Зху'=0. Вь нашихь обозначентяхь это бу- 
деть 7 


откуда получаемъ для р два рзшен1я: р= 0; р= 2х. Первое 
р3шенае даетъ намъ 


ме ТЫС 
второе дает 
Е 2х;-2.4у = 2хах; ух +С 
9х 
иди г 
9-х -С = 0. 


96818 цнтегралъь будеть ‚ ,. нА : 
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(у- б{у-х* - 0). = 0; 


С одинаково въ обоихъ случаяхь согласно сдёланному выше замё- 
‚чан1ю. 


Жатезор4я 2-ая. Уравнен1я рёшаются относительно х: х=ф(р).. 
Въ этомъ случа» нужно дифференцировать: 


ах = ф'(р)ар, 
откуда 
Чу = рах = р.9'(р)4р; у+С = Доле. 


Исключая изъ этого уравнен1я и даннаго х = 9$(р). р, полу- 
‚чимъ общ1Й интегралъ 
Ф(х, у, С). =0. ) 
Примпъ. х = р'+'105р. Дифференцируя данное уравнен1е, на- 
ходинъ : 
4х = 9^р(1+ т 


у = рах = (р+1ар 
3, 
У+С = Ире +р. 
Искличен1е р изъ системы 
Е \ 
У+С = рр р 
х = р+ 10 р 


даетъ общ1й интегралъ. 


Катезорзя 3-ья. Уравнензе Ё(х,р)- = О представляетъ въ л&- 
вой части 2 или 3 группы однородныхь членовъ порядкавъ ш, 1+1, 
али 1, 1+1, 1+2. 

Возьмемъ двф группы порядков ш и 1*1 


Е.(х,р). + Ё»(х,р). = 0. 


Въ силу изв®стнаго свойства однородныхь Функц:й можемь на- 


писать э мну 
ха Е, (1, №. ча, №).=0. 


г т 
Сокращая на х и вводя обозначен1е 
: В 
1 
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8: = $; р= хе, 
найдень значен1е х изъ уравненая: 


_ бр 
Е„(1,%). 


Но мы чыфемь равенство 


= (4. = 8% 


&у 
а р = ж%, 
откуда 


49 = жм.ах = в. (Оау, 


Берз квахратуру и исключая % изъ системы 


ру+С = ‚Делом 
х = чо, 


найдемь общц1й лнтегралъ- 
ТЕТ идассъ. Уравнен?я, содержащ1я х, у, р, т.е. имбющая 
ВИДЬ 
Ех, у, о). = 0, 


Катеторфя 1-аяЯ. Уравнен1я р®ёшаиются относительно р. 
Положимъ, что мы, рёшгя предложенное уравнен{е относитель- 
но р, нашли для р радъ значенай 


ра = Фа(х,у): 


р» = фз(х,у) 
Рк = Зи(ж, у). в 
Если эти уравнак1я интегрируются, т.е.подходять подъ одинъ 
43% 8 классовъ $ 3-го, то ихь общ1е интегралы будутъ: 
ы. 4 > р 
$:(х, С). 


у = о, ©). 


9. 


т. 9 м 


у’ = .„(х, с). 


ВИ 


Тогда 06щ1й интегралъ предлохеннаго уравнен1я представится 
въ видё 


3=к 
.П. Ду- %)(ж,С)- =0 
к 9=3 
тдё И ^- ‘знакъ произведензя К сомнолытелей вида 


9=* 


у- %)(х, ©). = 0. 


Примтръ. у'* = У. Рёшая это уразвзен1в относительно У' 
находимъ два значен1я 


Отсюда 


> ‚Общай ивтегралъ будеть 
(Иу-с-иж(иу- с+иж.=0, 


бабу = 3, 


или 
40°у =. (у-х+ 0°)*. 


Котезорая 2-ая. Уравнен1я рёшаются относительно у, %.е. 
ириводятся къ виду: 
# У=з(х, р). 


Вообще такое уравнен1е интегрируется помощь» дафференциро- 
ван1я, но навёрное задача рёшается только въ ся®дующихь двухъ 
случаяхъ. 


1-й случай: Ф(х,р) есть линейная функшя атъ х, т. е. 
у представляется въ видь: 


у 2 х.4(р). + (р). 
Дифференцируя, волучимь 


ду = рах = ч(р)ах + ж.4' (р)ар ® в" (р)ар 
или 


26 


ах 
[р - %(р)3 РО х.' (р) +9' (р), 
аткуда 


5 сх =>, 
42 р - (р) р - \(р). 


т.е. линейное уравнен1е (5 3) для х, какъ функцфи отт р. Изъ 
этого уравнен1я находимъ 


х = Ф(р, С), 1 

а исключая р изъ системы й М 
х = Фр, С). 
У = х.\(р). + в(р)., = =! 


получимъ общ1й интегралз. 


Заипчанв. Всла (р) = р, т.е. у=р.х + 4(0), ло такое 
уравнен1е извёстно подъ именемъ уравнен!я Ствгав&. Рёшимъ его 
въ качествВ приы$ра. 


Примпръ- [< = ох +. 4(р) у Дифференпируемъ ато уравненае: 


у = рах = рах + хар + у' (р) ар 
или . , 
0 =: ар[х +. 4" (р)1. 


Приравнивая нулю первый изъ множителей, получимь 


4р=0 и р=бС, ы 
сткуда находимъ общ1й интегралъ ра 
у = 0х +ч%(С);- ДАЛ МИМАМА. Али 


если же положимъ х + 4' (р). = 0, то по исключени р изъ си- 
стемы 


+ 


| х+у' (р). = 0 

[у = +4), 
получимъ особенное р$фшевк1е. Заывтихь, что здзсь оправдывается 
леорема о нахожден1и особенныхь ра{енай` безъ помощи общаго ан- 
теграла, тайъ какъ ь, 


:- 503-- 


ж+ж" (в): = Е [рх + 9(р): = 91. 


2-ой случай: у= ?(х, р): есть однородная функ 01% хи 
р 2-ой степени: 


у = (хр): = ха, №). 
хриан #96; 
Положавь =; р = хё, перепишемъ наше уравнен1е въ ви- 
дз с 
: у = к (1,%). = хй().. 
Дифференцируя, ваходимъ: 


ду = рах = хь.ах = 2х.ах.у(Ь). + ж°у' ($) а%.. 


Сокращая на х, получимъ ах 
44х = 2%(бах + х.у' (6)ат, 
или, отдёляя первмённьыя, 
ак. 9'0ае. 
х % - 2%(%5) 


Отсюда, беря квадратуру, найдемь 


С м к 4“ 
ие Л - (0 


Исключен1е & изъ этого уравнен1я и предложеннаго давтъ 
общай интегралъ. у ` 


- а 
Примпфь.. ух +“. Полагая Их = №; ра х, имфемь 


у = Жану) 
4у = рах = хь.4х = 2х.9х(1+5*). + х*2%.9%. 


ь 4ах = 3(1+4*)ах +. 2х%.9% 
\ 4х(4-2-25*). = х.2%.4% 


файь 160 
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Есхи изъ этого уравнентя и даннаго у = х*(1+5°). исключить 
$, то получимъ общ1й интегралъ. 


КапезоБ4я 3-ья. Уравнен1я р$шаются отвосительно х: 
х = 9(у, р). 


Задача- приводится ко 2-ой категор1и, если положить 


т 8х 
ИИ а 
Тогда Е 
х = 9(у, 79) = (у, а). 


(тлич1е отъ второй категор1и состоитъ въ томъ, что переста- 
влены буквы х и 9 Вообще задача рёшается помощью дифферен- 
гированя: 

эу зу 


ах = оду = ду+-—а 
чз" = 3, УВЫ 


навёрное же рзшен1е получается въ сл®дующихь двухъ случаяхъ: 
1-мй случай: х`- линейная функцёя от у: 


х = у.9 (3). +. 4(а), Им али 
напримёръ На Клео, 


з 
Полагая /у' = 4, получимь х= чу - 94°. Далзе задача р8ша- 
ется лакъ же, какъ въ случав 1-омъ категор1и 2-ой. 


2-ой случай: х - однородная функизя 2-ой степени стъ у и а: 
х = чу, 9: = ума, №). 


Полагая % = & и дифференцируя, приходимь къ уравнен1ю 
св отдфленными перем ннями. Наприм$ръ: 
% 
. у? + фу? 


® 
Пололивь ч= /', ‘получимь х= у +9° им. д, 


и т м мА) -ь : : Я 
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$7. 


Уравнвн{я высшазо порядка, инивтрирован{е которыхъ 
приводится къ ана 
= ИА 
(в) у А А 
Влассъ 1. Уравнен1я вида: у = $(х).. 
Йзъ опредёлен1я производной п-аго порядка аы ы 


(0-2) 
а 
Со аа $(х); 
сткуда: ы 
4 ие = 9(х)ах 
а 
уе % 62$ еда» 


Далфе поступаемъ подобным же образомъ: 
(п-з) 


уч) ау. 
= = — = С, Лесов 


в = С, + С,х вы + [нанды = С, + С:х * [совм 
м. = [Го ит.д. 


Итакъ, для отьскан1я у слздуетъ выполнить п-кратное ин- 
легрирован1е функд:и .+(х)- и результать сложить съ-произволь- 
вой злой функцфей степени (п-1):- ой съ ь вроизвольными ко- 
эффиц1ентами 


сы п 
о, та и ка [сок 


Примьръ. у"' = Б1ах. ПользуясЬ общимъ методомъ дая р8ше- 
в1я подобныхъ уравнен1й, находимз: 


у" = С, + зав.ах = С. - Созх 
› у =. с. +'Сах - З#ах 


} пе" 
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з, 
У = С. +. Сьх +. /,С:х? +. Созх. 
= %: 
О 
носительно той или другой изъ производныхъ у(в)- или у(-).. 


1-ый случай. Уравнен1я, р®шающуяся относительно у, 


= А. 


(п-з). . (в). 
р 


Полагая 2= у = у ›, имбемь 


92 
2' = 9$(2). или -—--- = ах; 
$Ф( =): 
откуда 
92 
—е-ах+ С, 
$ (2) 
Если ато уравнен1е можно р5ёшить относительно 2, то 2 пред- 
ставится такъ: 2= у(х,С), т.е. 
(и-з) 
у = 9(х, С). 
Мы пришли такимъ образомъ къ Т классу. Ивтегрируя, полу- 
чимъ 


у = ъ(х, С:, С», ... Си). 


(1-2). 
2-ой случай. Уравнен1я рёшаются относительно у ›. 
(и-з) (п). 

у ФС -. 

2): в): 
Полагая ‚ йе 2;- х у 2', будемъ имбть 
5 = 9(2').. 


Дифференцируя это уравнен:е, найдемъ 


2'4х = 9'(2')42!;- ах = ЕЯ 82';- 


откуда 


По исключен1и 2' изъ этого уравнен1я и даннаго 2 = $(2'), 


29: := 


получаемъ с: 
2 = \(х,С:) или и ”. %(х,С:), 


т.е. опять приходимт къ Г классу ий окончательно будемъ имзть 


У = ш(х, С, С», ... С). 


Прим. рати. Полагая у"=2; у"'=2', имземъ 


, 1 -92 ах 
#'=- м 8 = 
[2 8 & 


Итакъ 
у" = Се, 
отсюда 7 я 
9' =. С, *.С.ве 
и? Й 
= быв бык + бой" = 076” + бах 


Влассъ '111. Къ этому классу относятся уравнен1я вида 
. (а) (п-2) 
В. "У ), 
(п) (1-2) 
если они рёшаются относительно у или у б 


| 
1-ый случай. Уравнен1я р®шаются относительна К, ”, 
(2) (п-2) 
у = (у ).. 


(и-2) 9 (в) 
Положив = у ‚ Находим 2 =у ‚ такъ что 


2" = 9(2). 


Во ато уравнен1е преобразуется такъ: 


откуда 
2142' = Ф(2)а> 


ба" * = с + сала, 


Помзожая на # и извлекая корень, `получимь 
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' 7 3 анал =, 68 
2 6+2 (а) 42 Е 


Е дра ГЗИИЙ 


ЕЕЕЕЕЕЕЕЕ 4 


: 6+2 н (3) аа 


вы х+С: =' —— о. 
ры 


Если можно рёшить зто Уравнен1е относительно 2, то найдемъ 


в = Ух, С,, С,) 


али (и-2) 
у 


= ч(х, С», С»). 


Это уравнен1е Г класса и его р&шен1е будетъ 


у = "ы(х; 6,76, ... Сь-2). 
. ь : } м. 1-2) 
2-ой случай. Уравнен1я р®8шаются ‘стносительно у : 
(1-2) (а) 
У 2” (у 
С п-2) (о) ы 
„Вводя обозначен1е у =2 5 = 2",  находимъ 
=2( 2"); 


послф дифференииронаная этого уравнен:я: получимъ 
42°`= ах = 9'(2")аг". 


`Но В$ силу такой завибииости: 


9% 42' 
ЕЕ 


написанное равенство можно перепиаать в видз: 


ы] : 
58 я © Ф'(.2")а2", 


сткуда 
2'42' = 29'(2")а2". 


Веря квадратуру, получимь 


а 


нен1я 


-5> м. 


х +. С, 


исключен1е изъ которыхъ 


ОЙ -ь 


"= 0 аа 


ф'(=")аз" 
` ах 


а 


Послз интегрирсван1я этого уравнен1я мы получимъ два урав“ 


С + 2] "$ 


2 = 9(2")., 


2” аа" 


2" дастъ намъ зависимость: 


2 >. у(х, С, С,) 
или . 
* (1-2 ы 
вр: %(х, С, С,), 
Мы опать имземь уравнен1е, стносящееся къ 1 классу, и его 
рёшен1е будетъ 
у.=` 6х6, 6 Ср +). 
Примпръ къ 1-му случаю: у" + ку =9 или у=- ку. 
Имземъ 
95° 95 Я вания 
ах 4у °ах ау ° у 
Е у‘ву" = - к*у.ау 
а 
ду =: ДС - быку 
у’ = ]с- ку" 
= 4х 


Чтобы рёшен1е бьло 


Ч .! Не 9% 


Тогда: 


ПоЩесхаонаних, С должно быть > 0, т.е, 
а > д: 


инь > т оЖагет 


агоза( “а = их + С’ 
у =  з10(кх+С' ) = Я СозС' Ззакх + 


+ № 310С'Созкх = Э.5З11кх + О»Созкх, 
гд% 
0. = Ж% 6050'; 0, = № 346'. 


Если положить, что при х=0, у=уо, у’ = у5, то выха- 


дитъ Уо = 0», и такъ какъ 


У' = КО,Созкх - КО» З1окх, 
то 
уо = +. К0:, 
откуда 
, 
У 
В. = Е г 
сл&довательно з 
у = уоСозкх + 5 Ззокх. 
$ 8. 


Уравненая, допускающая понижен4е порядка. 


т.е. вида 
(к)  (к+а) (п) 
Ех у, У хз У: = 0: 


к 

‚Въ этомъ случав, полагая у ) = 2, будемъ имВть 
(к++) я 
у =3.; 


й 


(+2), (2) @ю 
У = 2%" ‚Е ПН 


И 


^ (и-к) 
Ню „. )=0, 
т, Е “> 
4.6. понизимъ порядокъ на К единишъ. Если это уравнец1е 
з 


тегрируются, то мы получимъ же 


к-1 
'1 классъ. Уравнен1я, че содержащая у, У', у", ... У 


й 


ВЕ: 


= * с. бы, ... Сы- к): 


или 
К). 
(к) 


= Ух, б., @ь,.... Си-к)- 
- уравнен1е, относящееся къ Т классу $ 7, откуда 


у = 8х, С,, С» .... ба). 


Пфимпрь. (1+ ху" + (1+ у'*). = 0. 


Полагаемз: у’ = 2; у"=.2'. Имвемь 
(1 +5"). 42 + (1+ 21). =0 
4 ах 


92 ах 


НЕ + ЩО 


1+2, тн 
агсф52 + агсфых =  агсАва 
агс45д = агсёва - агсфих. 
Веря тангенсы обфихъ частей равенства, найдемъ 


= 2-х а. = 
п тг = 


8-х 
у = С+ Дея а .-С- 


'ТТ классъ. Уравнен1я, не содержащая х: 


1х 


а (п 
Ву, у", У", «-. У 7). = 0. 
Принимаемь у за независимую перемзнную и у’= 2 за ея 
зеизвёстную функц1ю. Тогда 
я 9у' у’ 4 32 
у = =. еы 
ах 4у 9х ду 


45". $ = з (98 
аа а 4 тек 


ЕТ в ; 
Еъ вовов перемённой 


укавнов1е будеть (1-1)-го порядка: 
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Ру, в", 8", нь жи о. 


Если это уравнен1е интегрируется, ‚то мы найдемъ 


8 = у, С» Сь,°... Си- +) 
и наконець 


Примпфъ. 1 +у'* = у.у". Здвсь нужно положить у'=8;. слё- 
довательно, имфемъ: ° 


42 г 42 
"= ва И = = 
У 2 ы 2 у2 ЕР 
4. а ыы 
= 252. 3. оду = зов Уз +2° - 105С 
У 1+2° 
1+2 
или 
откуда : 
вов[ су И (су) - 1 =“ бже+. в 
ИЕ Сх+С 
а Е ен 
Для нахожден1я у возьмемъ обратную величину этого выра `- 
зен1я: 


бу ку» -1 


Сложивъ почленно равенства (*) и.(*”*), получимъь по раздё- 


лен1и на 2С: 
а 1 [9% 4 ее 
2С 


и о 


Су = СЩСх +.С,).. 


1 1 
Иолагая - а = 4, С-- ; получимъ общее уравнен1е вчм- 
| й 


ты 


ной лини: 


111 нлассь. Уравнен1я, однороднвя атносительно 
х (в) 
Я т... 9 : 
По свойству однородныхь функп1Й мБ можемъ представить дан- 
ное уравнен1е въ такомъ видЪ: 


(2) К 


к 
ЗЫ У, У, 9", нь у у Ех, 1, г 


и 
= „ао, 
гд8 К степень однородности. 

Положимь теперь 
усе 
Отскда имземъ 


и 


у’ = уд у" = уз + у’ = уз! + уд = у(2'+8*); 


у" = у'(2'+27). + у(2"+2аи' ). = у(3".4 3%2'+.2*). ит. жд 


Эти равенства даютъ намъ отношен1я: 


О и п! 
= 2;- У = и." ы 2".+. 322+ 2°;. 
у у эх 
полставляя ихъ въ наше уравнен1е, мь получимъ 
1-3 
СВ бр вые г. ») = 0 


- уравнен1е порядка на единицу ниже предложеннаго. Если это 
уравнен{е интегрируется и 


з = Ф(х, С:, Сь, .,. Си) 
— его общАй интегралъ, то 


"ве /ебк,Сь.Сь» ... быез)ах 


Примпръ. уу" - ху' = 0. ДВлиыъ это уравнен1е на у 
' 
- ж-)*=0 


ААРОНА 


*ВЕСКАЯ ИДТЕКАТЯКА". Проф. 4. А, АДАМОВТ. Листъ 38. 


и полагаемъ 


у=е - 


Изъ предьдущаго имфемъ > 28; — = 02420, и сабдова- 


тельно уравнен1е будатъ: 


248" ха =0 


[о а 
2 = (12%; < = (жуах 
4х 2. 
а, з 2 
= Иж -к-Ь в 
Их? +х +0, 
и далзе } аа 
и ь Тх ++ С: 
89. 


Общая свойства линейнихъ уравнензй. 


Опфедплен1з. Уравнен1е вида: 


(а) (и-з) (п-2) 
у > У 


раУ ` Фра +... + Розу". 017. 59. < = (1). 


е (о 
въ которомъ коэффацаеятъ при у й есть 1, а остальнБье коэф- 


фицфентё р., р2, ... Ва, 9 суть функш1и оатъ ох, называется 
линейнымъ уравненеиь съ послпднимъ членом» (9).. 
Уравненле вида 


(п) (в-=) (==) 
+ р23 


и +. рай +... + рр ра = 0, , , (2) 


будетъ назьваться сосшепиствующимь уравнентемъ безъ посладвяго 
члена, - 


Творвма Т. Если ца, ц», ... ц; представляютъ частныя ОЕ 
шен1я уравнен1я (2), то и вырахлен:е 


й = С:щ, + Сраь +... +. Суак, 


-- 515 = 


гд8 С, С», ... С,, постояннья произвольныя, будеть также р8- 
шевземъь этого уравнензя. 


Доказательсаво. Обозначимъ черезъ Р(а;) результатъь под- 


становки частнаго рёшен1я и} въ уравнен1е (2). Тогда будемь 
ИМЗТЬ 


(п). (п-+)- (1-2) 
Ри) = 0: ° + райз + рей» + +. *- ав + Рича 
В(С:и,). = С.Е(а,) 


Р(Сзи, *.Сьцз). = В(Сьша) + Р(Сьць). = С.Р). + СьР(а»); 


и вообще 
к 
Е(Сьи» + Сьц» +... + Суць). = ги С; Р(а;).. 
Если 9) есть частное р%иен1е, то #(и;) = 0, ‘и потому 

Р(8 Су и; = 0;. 

<саздовательно 
и = с, у 

есть частное рзшен1е уравнен1я (2). 


Опредъавнав. Частныя рёшен1я ца, и», ... Ик называются 
иезависимыхи, если между ними не существуетъ соотномен1й вида 


Сама +. Сьч.. +... Скак = 0, 


С,, С», ‚.. Су постоянныя, не равныя одновременно вс® 


Теорема '11. Имфя К независимехь честинуъ рфшен1й упавне- 
(2), можно понизить на К единидъ порядок урчёй (1) и (2), 
Еовыя ур-1я будутъ также линейными и соотв тствующими, 


Яоксзательство. Пусть ыы имфемъь К независимьхь частныхь 
1= уразнен1я (2):°1., Ц», Чь, ... ик. Положимъ въ урав- 


&1) 
у = в, зах. \ 


Составлая производныя отъ у 10 х: 


у’ = в зах + и, 2 


у". =: Ща „Га + 20а + 0;:2' 
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в). (п) 6 _ (п-2 в 
у. ) =о, 7 ах+.2 ве даны (те а ат 8; 
1 1.2 
; (в) 
поыножая затёыъ у, у’, у", ... У соотвзтственно на Ри» - 


Ри-а» Ра, +... Ра, 1 и складывая почленно, мы получимъ налё- 
во первую часть уравнея1я (1) или ч, а направо линейную функ- 
даю оть 2,2, ... 30): 


в ее : (0-2). (==) 
+ Кр-38 + Гр +. .-*- Гь5 + Цз2 


. 


ГД Га, Гр, „2. Гр-: Нкоторыя функц1и отъ х; при этомъ пер- 
ВЫЙ членъ мы зачеркиваеиь, такъ‘какъ и: есть рёшенае уравне- 
ная (2), и потсыу ,Р(и:). = 0. Раздёливъ полученное выше уравз- 
нен1е на ц,, окончательно найдемъ 


а: а в. +5. 9 Вдай = ь ЗОО 


а 


12 


ато есть линейное уразнен1е порядка (п-1):-го. Полагая во 
(2) уравнензи 
` и = вы 8, 


получимъ подобнымъ же образомъ: 


(1-3)... (и-2) 
‚1 %: Зз\ 


(1-е) 
а 2% 


+3 ож вызи 7 0 (а 


= атс уравнен1е (0-1)-го порядка, соствётствующее для (1'). 
Для уравненая (2) намъ извзстны (К-1) независимыхь част- 
нех р8ёшен1и. Въ самомъ дл, изъ равенства 


и = в. 
сладуетъ 


ил’ 
— зу \ 
Ч» 

й У будеть рёшенйемь для (2'), если шесть какое-нибудь част- 

ное рЬшенте уравнен1я (2); такихъ рёшен1й намъ язвзстко, кром8 


у, еще (к-1), поэтому и для *у „ив фудемь имть (и -1) рёше- 
вай: ы 


РЕСНИЦ 


а 


а. ры". ЕЕ 
"| ] 5 Ы = семь [№ 


Покахеыъ, что эти р%шен1я независимвя. Для этого предисло- 
жимъ пративное, т.е,, что они связаны такой зависимостью 


Сем: +. Су: +... + Сук =0 
или й 


г 
би ыы С = о 
93 О: Ма 


Проинтегрировавь, вайдемъ зависимость 


Ц цз р 
С: + бы —* + бь 1+... +0, -Е =. 0;- 
РА ц: РА 
или, пс умножен\1и на ц,: 
Ззиа + Сац» + Самь +... + См =0, 


зто пративорфчить задан1ю, лакь какь Ца, Ц», Ца, о... у: нв- 
зависинья рфшен1я.- : : 

Йтакъ, помощью одного частнаро рёшенла и= и, уравнен1я (2) 
ив понизили порядокъ уравнений (1) и (2) на единипу и пришли 
к соствётствующимь уравнен1ямъ порядка (1-1):-го (1') и (2'), 
причемь для (2') извзстны (К-1) независииыхь частныхь рёшензй. 

Полагая далзе въ (1'.) и (2') уравнентяхь 


у: вх у ‚я 


найдемъ новьа уравнен1я 
08-) + 


я 
н 


И: 2-0. О 


порядиа (п-2)-го и соответствующая другъ другу, причемъ для 
(2") намъ извёстнь (к-2) независймыхь частныхь рёшен?й 


о ГА ре пара 
в Б ры: ща - 


| повторяя предьдуцее разсухден1е, мы оааамь порядок урав- 
ня еще на 1 ит.д. Отсюда заключаеых, что, зная К незави - 


ный ры 


ВВ 


симыхъ рёшензй, порядокъ иожно понизить на К единицъ. 
Сладствфв. Если для линейнаго уравнен1я 2-го порядка: 
Е ды: 2 


извьстно одно частное р$фшен1е сооствётственнаго уравнен1я безъ 


послёдняго члена, ‘то общёй интегралъ зтого уравненая (”) выра- 
хается въ квадратурахъ. 


Пусть и, будетъ частнымъ рёшен1емъ соствётственнаго урав 
нензя. Тогда, полагая въ уравнен1и (”) 


у = в зах, 


найдемъ уравнен1е 1-го порядка: 
2' + г.2 = ища. 


Такъ какь 2 атсюда представляется въ квадратурахъ, тои 
у представляется въ кнадратурахъ. 


Пфимвръ. Найтн общ1й интегралъ уравнен1я 
ео. НУ 


если извВстно частное р%шен1е соотвётственнаго уравнен1я безъь 
послздняго ‚члена ш, = х. 


Полохивъ 
у = х зак, 


и составивъ производныя отъ у по Хх: 


у' = Даа +. х5 


у" =: 28: *. ха, 
перепишемь наше уравнен1е въ вид® 


1=- 2х°2 +. 22 +. ха' 
или 
| * 
ее 
х 


Рьшаемъ это уравнен1е по способу Эйлера, для чего находимъ 


И 2 -вх)ах = 2105х - х* 


аи 
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«/Ся-2®)ах я ги 


х 
умноживъ теперь об части уравнен1я на хе ‚ пПолучимь 


а -х* -х* 
-= (д. же“) = хе 
4х 
-х* ух" 
в. ке = - /,е +. С. 
х? 
е 1 
ры ат 
х 2х 
отсюда 
- ри ьь, НА 
2 
а 
= А+ 9х 


(квадратура не берется). 


Теофема 111. Если 1., ц., ... 4)’ представляють п неза- 
висимыхь частныхь рёшен1и уравнен1я (2) порядка п-го, то 


м = С:а, + С, +... + Сомр 
будетъ его общимъ интеграломъ. 


Доказашельсиво. Эта теорема легко доказывается дая случая 
о = 1, когда мы иыфемь одно частное рёшен1е и = ц,. Тогда 


Ц' +- ри = 9 


р 
Ш: + ращ: = 0;- 
стсюда получимъ: 


' 
а Чь 


и Ц: 


105 = 1054. +. 108С, 
м = С... 
Употребляя способъ математической индуки1и, мы докажемъ те- 
орему для любого п. „Въ самомъ, дёль, пусть уравнен1е п-го по- 


радка иыЪеть п независимыхь частныхь рёшен1й ц;, и», ... (д. 
Предполагая теорему доказанной для ураввен1я (п-#)-го порядка, 


вы 


положимъ въ дагномъ уравнен1и 


и = а ах 


тогда получимъ для у уравнен1е порядка (п-1)-го, для котора- 
го теорема считается доказанной. Припоминая, что независимья 
частныя рёшен1я уравзен1я для у будуть: 


9» |" чз] * ме 
у = || р ча 7 ое: Ча = ООО 
} Ча | и: 


и написавъ общуй. интегралъ его въ вид}: 


= бы * бк + ца, + би... = 


м2] ' бь] ' д №" 
= с, о] сы + а -. 


посл интегрирован1я получимъ: 


[-] 
и 


| ц: ць ай 
аа [ С, ен... + о = 
и р М 


а Ча 


и 


Сла: + Сьц» + Ср, +... + Соч , 


такъ что теорема справедлива и для уравнензя порядка п-го. 


Теорена 17. Общ1й интегралф уравнен1я (1) равенф сумыё 


частиаго рЬшен1я уравнен1я (1) и общаго ивтеграла соотв тству- 
кшего уравнен1я (2). 


Доказательство. Пусть \ есть частное рёшен!е уравненая (1), 
такъ что 


Е(У) = а; 
введемъ выёсто у новую перемённую и, полагая 


у = + 7; 
тогда имвемъ 


Р(у) = Р(ы*у). = Риз. + СР) = (а). + 9. 
яо такъ какъ должно быть Ё(у) = 4, (10 ВЫХОДИТЬ 
и) =10, ° 7 


т.е. в есть общёй интеградъ уравнен1я (2} и общ:й ивтеграль 


РБА: = 


уравнения (1) 2: 
у .=- жа 


составляется изъ суммы частнаго рёшен1я 1 и общаго интеграла 
и, что и требовалось доказать. 


Слпоствфе. Если Ц:, Ц», ... Ир независимыя рфшен1я урав- 
нензя (2) и \ частное рёшензе уравнен1я (1), то общай интег- 
ралъ уравнен1я (1) будетъ 


У = 1+ Сац будь Срчр. 


_Фвадешо У. Честныя рашеня 1 уравненая (1) могуть бБтЬ 
найдены посредствомъ квадратуръ, если извёстны п независимыхъ 
частных р&шен1й соотвфтствующаго уравнен1я (2). 

БР 


`1-ый сп000бъ. Способъ послбдовательнато понижен1я порядка 
уравненая №1). р 

На основан1и теорены 11, зная оп независимыхь частныхь 
р%шен1и уравнен:Я (2), ыы можвиъ понизить порядокъ уравненая” 
(3) на п единиц, и тогда, придя ке конечному уравнен1ю, ои- 
редфлимъ послвдвюю неизв®стную; се такт какъ послёдовательныя 
нсния лензв%стныя были связаны подстановкой: 


ВЕ 
Е 


тс восходя сть послёдней неизвёстной къ у, мы ДОЛЖНЫ ВЗЯТЬ 
С. 
только п квадратуръ. 


и 


у 


ы 
' 


Примтр»ъ. Дано уравненае у" - у=х. Составивъ соотвёт- 
ствевное уравнен1е безъ послёдняго члена и"-ц = О, мы видимъ, 
‘зто его независимыя частнья р$шен1я будуть 


> 


9: = 


е 
> 


Зная это, положим 


тогаз найдемъ 
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х { 
у" = ® ‚лая +. 22 + ев! 
Подставляя найденныя значен:я у и у" въ данное уравне- 
в1е, получимъ новое дифференцуальное уравпен1е 1-го порядка 
х = е*( 2" + 22} 
‚ ИЛИ 


т 
5 +. 8& = хе › 


для котораго соствётственное уравнен1е будетъ 
у’ + 2у=0. 
Найдемъ частное р8шен1е этого уравнен1я: 


# = 
о Ги Е 
Ч: 


ИЛИ 


-2х 
у: = е Г. 
Полагая теперь 
—2х 
=е ‚ах 
-2х 2 
2' = - 26 вах, 2* = 
получимъ эх а 
х.е АВ А 
откуда . 
Е =х.е . 


: Далзе имземъ 


2 -2 а р -в = 
[- 2» ах = Се ые е 2 ета = Се 5 з аи 


ст ах = бье* + *".[ - де т еноаы ] = 


х 3 -х х -Х + 5% ‚ 
= (Се - /И,Се ‘+е (- х.е ^_^) =-х+ Се + Се. 


и 


< 
й 


2-ой способъ. Способъ Лагранжа или способъ варфап1и поста- 
яннБхъ произвольныхъ. 

Положимт, что намъ извзстны п независимвхь частныхь рё- 
шен1й уравнен1я (2) ц:, ц», ... у:, и требуется найти част- 


588 — 


вое рёшен1е уравненая (1) у Мы знаемт, что для уравненёя (2) 
общ1й интегралъ 


м = С:а, + Сра» +... + Са, 


гд8 С., С», ... Си постоянныя произвольнБя. Вудемъ ‚ искать 
общай интегралъ уравнен1я (1) также въ видё 


У = С,4: + С»ц».*... + Са, 


гдБ С означаютъ уже не постоянныя, ‘а н®которья функуфи отъ х. 
Эти п функши удовлетворяютъ одному услов1ю (1); (10-1) ус- 
лов1й въ нашемъ распоряжен1и. Лаграняь предлохилъ такой выборъ 
этихъ (0-1) услов1й, чтобы у', у", ... у(и-*) сохраняли :18 
же вырахен1я, какъ при постоянныхь С,, С», ... Су. Именно: 


с с ви 
#2 ц; .+ и; = $ 
у а К К 


при услов!и 


при услов1и 


ея п в : = р 
у) =-& с) 9; +5 с; ву = р с; ц; 


)=3 9=3 д=* 
при услов1и 
В О 
$: буи Ор аи (3) 
3=* 
п п п 
=) ыы ав + с} ее? -$ сущ *) 
== 9=* 523 
при услов1и 
п 0-3 
а (и-2) 


| "ее в 
2 , р 5 а = 21 и 
= = = 
при услов1и 
с 
2" осы: сре 68 


Мк имфемтъ (1-1) условай для сз; (1):-- (+1). Обратимся 
КЪ ВБВОДУ П-ГО услов1я. 
Выражен1е п-ой производпой будетъ: 


п О 
В 
)= т 3 


(а) (1-2) 
У 


Уможивь у’, ‚... у, У соотвётетвенно на 1, р., 
Р2, „.. Ри-а» Ри И сложивъ, получимъ слздующее: 


(п) (2) (0-2) 
С у 2 634}. +$ Са; 
ве са : 
рану = & С}9} 
Ро ГА 26.8) 
(0-2) (0-2) 


9 = 20,4; +26; .Р(ц;) = $ Са; д 


такъ какъ и; - рзшен1е уравнен1я (2) и потому 
Р(и;) = 0. 
Итакъ мы имфемь п услов1й, которкя представляютъ систему 


О О 
в линейныхь уравнен1й стносительно п неизвёстныхь С,, С., 
' ' 
С», .„.. Сы: 


, 

2 С) 1; = 0 

2 був =0 
' (в-2) 
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(=) 
2 С; 1; = а. 


Рьшая эти уравнен!я, находинъ: 


с: = $(х);- с, „Дь-бовх +0, 


= ДзьСдах + 0, 


о 
” 
и 
к] 
® 
= 
х 
> 
- 
о 
к 
| 


и 
э 


Е вх}; Си = Десоня + ба. 
„Слвдовательнс: 


У = 0:1: +... * Срар = Ва: + Ола, +... * Бра + 


* Гы; оон + а, сов Е паьочх ] , 
и зб ы ыы соя ее во Дьсоа #5 


есть частное рэшен1е уравненая (1) 7 


гдё 


Пфимифъ. у"+у=х. Замбчая, чтс независимыя частния рЁ- 
шен1я уравнензя ц" + и = О будуть и 


Ц: = Созх 


цг = 510х, 
и Общай интегралъ его 
и = С,Созх + б,З1ох, 


ГА С:, С» постоянныя произвольнья, будемъ искать общ1й ин- 
леграль даннаго уравнен1я въ видё 


У = С,Созх + С»З1их, 


гдБ С,, С. функи1и отъ х. 
Составляемь производныя сть у: 
су’ = (-С:З10х+С.бовх) + (С:б03ж+0, Бах). = (-С.Ззах+С#Созх)._ 


при услов1я 3 ; * 
СзСовх +. Сьб1ах = би. ...... (1) 
Е Г 3 
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у" = (-С,Созх-СьЗ4х)- +. (-С1310х+С.Созх).. 
Составляя у" +. у = х, получимъ 
уз узх=- С. 510х +. С:б03х...... (2). 


Это даетъ намъ второе уравнен1е для опредёлен:я С: и 0}. 
Изъ уравненёй а 


С\Созх +. Сьзах = 0 


и 


- С:81ах +. С.бозх х 


находимъ 
' 
С: = - х.811х 


с. = х .Созх; 
отсюда имЪеыъ: 


С: = .Д-х.з1х.ах + 0, = х.Созх - Зах +. 0, 
С» = $ х.Созх.4х +. 0» = х.51ах + Созх + 0». 

и слёдовательно 
У = 0.Созх + О»Б1ах + Созх(х.Созх-Вуах)..+ 


+. ЗЗах(х.510х+Созх). 


У 0:Созх + О»З1х + х, 


причем х есть частное р$шен1е уравнен1я у" + у = х, въ чемъ 
легко убёдиться, сдвлавъ подстановку. 


$ 10. 


Нахожденфе нвзависимыхъ частныхъ фпшвнфй и:, Ц, ... Пу 
уфавненля (2) в% случаь, козда коэффицлениы рь, р», ... 


.-. Ри постоянны. 


Вудемъ въ этомъ случа искать частныя рёшеная ур-1я (2): 


(2) в? хх мы 4.5, Зри рый 


Кх 
въ вид ц=е , гдё К неизв®стная пока постоянная. Тогда, 


3527 = 


составивъ производныя 


г кх 
(м =ке 
: и ах 
(8) и бекх 


кх 
ий обозначивъ результатъ подстановки е виёсто и въ дёвую 
часть уравнен1я (2) черезъ 


будемъ имзть: и 
Р(е )=е°.9(К), 
Гд8 


з 2 


- п- 
Ф(к). = К" + рак + р»К +... + Рак -* ро. 


Функшя Ф(к). выводится изъ уравнен1я (2), если замёнить 
каздлую производную ц 1 И Е Ур-1е +(к)=0 
вазывается харакперистическиил уравненаемъ для даннаго диффе- 
реншфельнаго уравнен1я (2). 

‚Если © есть р8ёшенае уравнен1я (2), то должно быть 


Ве Х) = вк): = 0, 


кх 
и такъ какъ е не = 0, ло Ф(к)=0. 
Слвдовательно К должно бьть однимъ изъ корней характери- 
стическаго уравненая. 


При рёшен1и уравнен1я 9(к) = О можетъ представиться два 
случая. 


1-ый олучай. Уравнен1е $(к) 
стые: 


О имызеть всп корни про- 


аа К 


Въ атомъ случаев имземъ 


к. [4 
в(е'5Х) = в $(к;) = 0 
при 94 =1, 2, 3, ... 0, и 
: К К 
а. = ® ц» = © —- 2ож 68 ах 


суть частныя ршен1я уравнер1я 1. 
Доказемъ, что эти застныя рёшен1я суть независимвя, т. е., 
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„что не можеть представиться тождества вила: 
Сац» * быдаз.°.. Сие = 0. 


Локажемъ сначала это для честнихь случаевъ, а залмъ, поль- 
зуясь методомъ математической индуки!и, и въ общемь вид®. 


Часшний случай: п 2. Докажем, что 


Кох 
и е 


независимыя частныя р$шен1я, т.е. локажемъ, что равенство 


гдз аа, а, Числа постоянныя, невозможно. мг. 
2 


Дфйствительно, по раздлен1и предьдущаго равенства на а»е ’ 


получимъ 
й 
2 Как») х 
ыы аЫ 


1, 
а» 


‘что невозможно, при К, не =к,. 


и = 3. Покажем, что 


я К.х Кгх Кэх 
ео 6 


- везависимыя р8шенля. Допустивъ существован1е равенства 


Ех Ках Кэх 
2.5 ° 80" д ще. = 
ь : Кэх 
мь пойяучимь слёдствфемъ этого (посл дёленая на ев”) 


(К: &»)х $ ао Кв)х я 


ЕА 2: =: 
Продифферениировавь пс =, найдемъ: 
К:-Кз)х (к.-Кз)х 
«рыла: гк») * а2(К.-Кз)е ай о 
или 
1,1 2х 
ое а Б.е им о, 


т.е. придемъ къ случаю п = 2, невозможность котораго доказа- 
на, ит.д. Отсюда видимъ, что и въ общемт случав рёшен1я 
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ках Кох Кох 
а о ела 


оказываются независимыми, и согласно теорем ТТТ $ 9 общай ин- 
тегралъ будетъ 


и = бах + Слек2Х + Сага Е ы 


Прим». 
у"" - бу" + 11у' - 6у=0. 


Составимъ характеристическое уравнен1е: 
К° - вк? + 114 -6=0. 


Такъ какъ это уравнен1е, очевидно, имфетъ корень К = 1, ло 
лфвая часть дёлится на К- 1; частное будетъ 


к? - 5+6 = (2) (к-3).. 
Поэтому корни характеристическаго уравнен1я будутъ 
К: =,1;- К2= 2;- Кз=`3, 


\ общ1й интегралъ 


а ОИ" нее 


Зампчан8. Если характеристическое уравнен1е +(К)=0 вы&- 
етъ комплексные сопряженнБе корни: 
К = 9+ В1 
К = а- В, 


‘то соотвзтствующая часть общаго интеграла пишется въ вВидЬ 


о С'СозВх + С"З1пВх).. 


Дайствительно, частныя р8шен1я, отвфчающфя атимъ корнямъ 
К: и К» представляются въ видЁ: 


Е е*(бозвх + 1.3408х)- 


и 


Ч» 


х(а-В1) 
е 


и» Ре СозВх - 1.54пВх), 


а ааа 


"ВЫСИАЯ КАТЕМАТНКА". Проф. 4.4. ЛДАМОВЪ. Листъ 84. 


= Бабе 


а частный интегралъ будетъ 


базе аиь "= в“ [бозвх.(С,*5,) + залах. (с.1-0,1)]. 


„Введя новвя обозначеная: С, + С, = С' и С,1 - С„1 = С", 
получимъ в окончательной форы%: 


«в = 6 (С'СозВх + 65108 х).. 


Примиръ 1. у" + а*у = 0. Тарактеристическое ур-1е пред- 
ставляетъ собою квадратное уравнен1е 


к +0 = 0, 


имвюцее ынимые корни К = 4 01. Здёсь имземь, согласно приня- 
Тымъ нами обозначен1яыъ, а=0, В=ш, и слёдонательно 


У = С,Созох + С»51пох. 


Примьръ 2. у! чу = 9. Характеристическое уравнев1е 


распадается на два квадратныхъ: 
(к*+ кои 2 + п*){к* - Кри 2 +..0*). = 0. 
Уравнен1е У 
К° + кои 2+0 =0 
имзетъ корни 


ув ПЕ 


Корни же уравнен1я 


будутъ 


ба = + 2 $ ЗВ” = ый 
и потому: 24 вху2 =: т 
у=е я [сс =-- +. С» 31а вы? | + 
0х2 = ка 
вас [5 1 2 с, в? |. 


Переходимъ къ тому случаю, когда характеристическое урав- 
нен1е имзетъ кратные корни. 


2-ой случай. Характеристическое уравнен1е имбетъ 1 ран- 
ныхь корней 
Каз К» = № =... = К) 
и корни 


К]+1› Кууг, К]уз, о. Ки» 


стличние другъ отт друга и отъ предыдущихъ. Тогда рёшен1я 


совпадаютъ и не будутъ независимыми. 


Теорема. Если характеристическое уравнензе (К). = 0 им*- 
етъ |-кратный корень К = К; и остальные корни К]+а, -.. Ки 
проствБе, то общ1й интегралъ иметь видъ: 


-з у 
- (с, +. (ых + б»х* еее. бах" )..+ Сун вах ы 


Кох 
. 6.61 


ДФйствительно, докажемъ, что функц!и 


екзх | вех х2оках г: еезх 


’ . ’ Г 


будутъ представлять въ этомъ случаф независимыя ‚частныя р$ше- 
втя уравненая (2). Для этой пёли установимь сл®дующее ‘тожде- 
ство; 


(еж) = &* [ею +1 = * $" (к) + 
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КЕ, 2 Ф"(к)- +... + |. 


Раньше было выведено, что 


Р( г) = вок. 


Взявъ атъ об%ихъ частей этого равенства „у-ую производную 
по К, согласно формул Лейбиица, ‚получимз: 


3 3 
САО = 3° [| их 
(ве ^). = — е зи ] 
экз экз 
пн... + Ко 


Ве [: 9(к). + = 5 К рые 2 ] В 


л.е. правую часть нашего. тождества. Съ другой стороны, замё- 
ТАВЪ, ЧТО 


Мех). = Ба оО 
3=0 ах 
Гд8 ро. = 1, найдемъ: 
ла рай г 
эк ЭКЗ з=0 я Эх 3=0 ты эк Эх 


Подставляя порядокъ дифферениирован1я, получимз” 


б) 5 3 
э 
ее Ре). = $ Ри-з > [3 9“ ] = 


эк 3=0 Эх экз 
® е] &х 3 кх 3 
= $ ри-з —з (6 „=. = Ре. ^), 
3=0 эх 


2.е. лввую часть тохдества (*). 
Слфдовательно, тождество (*) доказано. 
Такъ какъ К, есть Е-кратньй корень функцёи `Ф(К), то 


Фин = жа = кд ино, 


(1) 


во $ (К,) ве = 0. Поэтому долино быть 
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в . 
ах, боку 


але Ия +9 


Ко). = 0х %*(к.)- +... 


` 


при 9 =0, 1, 2, 3, ... (14-1), 1-6. функцйи 


К. х Ках К.х ‘ ах ]-з 
„в =е „ щ=е Хх, = Хе. в. = х 


будутъ представлять частньыя рёшен1я уравнен1я (2). Эти рёшен1я 
очевидно независимвя другЪ отъ друга, т.к. невозмолно тожде- 
ство 


иначе, какъ при всёхъ а-= 0. Такимъ образомъ общ1й интеграль. 
и получаеть форму: ; 


Кх з 
р 


Мех (С, +. бьх-+ бьх +... + сх + 


а: 
3 Крх 
+ Сье бе 


что и треоовалось доказать. 


Примьр*. 
у'\ +. Зуи" +. Зу" чу’ =0. 


Характеристическое уравнен1е будетз: 
К° +. Э-+ Зи+к = 0. 
Представивъ его въ вид8 
к(К + 1)° =0, 
найдемъ сразу его корни 

Г К: = К, = К» = - 1; к. = 0. 

Щ потому общ1й интегралъ 

ет: Ес, + Сых + Сьх* | + с.. 
‘Зампчанте. Воли уравнензе ф(К)- = 0 иметь пару комплекс- 


ньхъ корней 
; К = © В+ 
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порядка вратностЕ 1, то соотвётотвуюдая часть общаго инте ’- 
грала имзетъ форму 
ах. ]-* ]-з 
е [СозВх.(А, + Аьх +... Ах ): + Б108х(В,+...*В]х о). 


Действительно, на основан:и предыдущей теоремы въ атомъ 
случавё соствётственная часть общаго интеграла представится въ 


‘вид в 
С + Сах +. бьх" +... + сах. ри 


(а-В1)х 1-* 
® 


(0. +. Ох +. 0х" +... +0 х |] = 
= эх {созвже(с,,). + 2(С,+0,)-+... 4х (640) + 


+ заыИНО,-40.) + «аб, +... + 2 Часьчрй | 
или, полагая С; + 5; = А}, 16; - 20; = в, получим: 


№ = в [СозВх. (А: Е хо *): + 


+ З4иВх.(В, + Вьх +... Вх *)3. 


Дримпръ. 
Е + дну = 0. 


Характеристическое уравяев1е 


можно представить въ видь 
(+12 =0, 
слвдовательно, имфемъ двукратный (1= 2) корень 
К=4+1, (в=0; В = 1), 
и общай интеграль 


у = 093х.(С, + Ськ)- + Завх.(Со + С4х)-. 


9835. 


$11. 


Вахожденав частных рищенфй уравнензя съ поолпднимъ 


членомъ по ‘способу нвопфедъленныхь коэффициентов. 


Положимъ, что въ уравнен1и съ послёднимъ членомъ 


(а). (1-3) (1-2) 
у + рау + рэу +... + 00-27° 4 ру = 9 


послёдн1й членъ Ч иметь спец1альную форму р, № 


54 
а = Са #(х), ФИ т и- ибьла 
гдё #(х). - цёлая функцёя степени ш-ой. 
Будемъ искать частное рёшенае \ въ остакой форм8: 
1 = вх ух), 
гд8 У(х):- цфлая функшя съ неопредфленньыми коэффиплентами 


неизвёстной пока степени п-ой. Итакъ должно выходить 
а= 21). = ВеХ у(х), 


причемъь 4(х). можно представить въ вид% 


\(х). = а,-)х . 


=0 


емо 


„Въ предьдущемь параграфЗ мы имзли тождество 


Е : д. 
вех. 3). = го [ею +1 (к + 


ее т...) |, 
которое можно переписать въ вид. 


ах.) а ох [3 бк +1 оф о 


} 1 \ : 
+ 2 (ею а * 1. 5 абы, 
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такъ какъ 


ам, Зо»... 
о уе а 
3, (к . 
Заыёчая, что (х’) =0 при к=) +1, ... п мощно 
переписать предкдуцее тождество въ вида 
к 3 о Га Е Е. 
Р(е.х) е еек +1 090. * 5 (ж)"ф"(к).- + 
2. нор —_ 1 (9. 
г а Вию... ое 
при 
ы < 
9 = 4. 
Такъ какъ 
Л Р(С.4). = С.(а), 
то. имбемь 


Кх м кх 3 о ИЕ: т, 
„В(е «20-х ) = ® [ах )%(к). + я (ар- Хх )*ф' (к). + о 


и такъ какъ 


ЕС: +... + Суак)- = С.Р(а,)- +... Са), 


то находимъ 
Ре“^.3 аз). = е“%[ (2 а. + 
= 
* : (даа. 1" СЮ ор = (2ар-х 25, “ь] 


или, замзняя За на Ч(х). и букву К на |, оконча- 
‚тельно получиме: 


Ре (х)] = в [ позор + : (Сы) + 
1 1 (2) (2) 
у 15 Уж" (в) +... + а ‚а (х)Ф вы | 0 


Такимъ образомь: 


* 5 
а = вЁ* #(х) = в У(х)з(ы)- к исо.4В + 


(п) 
не С (99 (№ 
+. А ки 
у" (х) Еы (х) 18-81 
„1.9. получаатся равенство 
Ех) = Уж). + 4 (х)- 2: 
* и ) и 


* 
а 8 

Отсюда слъдуеть, что если 9(в) ве =0, т.е, [ не влу- 

жить корнемъ характеристическаго уравнен:я, ‘то 4(х). той же. 
степени, какъ и Ё(х), и положивь 
: | ш-з 
(=). = аох + ах +... тах *а,, 
можно найти изъ тохдества (*) всф коэффицзенты 
2, аз, аз, -.. ащ-а, ащ. 
Если же 
да * (1-2) 

Р(м)- = Ф' (м). =... = (ы).=0, 

{1) : 
но ф (№) не =0, л.е. мо является корнемь характеристиче- 
скаго ‘уравнен1я порядка 1-го, тогда равенство (”) принимаеть 
ВИДЪ: 

о (1) 
#(х) = 


Отсюда заключаемь, 


(1) т : 
лто у ИС той же степени,  какъ. и 
#(х), л.е. степени а-ой; слфдовательно + ч(х)- 
(в+): 


будетъ степени 
-ой и можеть быть представлена въ вид% 
%(х). = 


КОН 1-3 
х (вх та.х лы Зах ав 
4-з 1-= 
ап+ ах + ар+2Х +... + Эр 
причемъ мы можемъ опредфлить только коэффишевты 


ао, а:, а, аз, ... ад, 


а ‘остальные отъ ау, , 20 21+; остаются совершенно произволь- 
ными, такъ какъ въ опредёлязщее уравнен1е эти коэффицфенты во- 


2688”: 


все не входятъ. 
Причина того, Что коэффицзенты 21+: -.. 2+1 Н@опред8- 
ленны, состоитъ въ слздующемъ: обн1Й интегралъ прИ/существова- 
-нЗи 1-кратнаго корня ы характер. уравнен1я имбетъ видь: 
= гих 


у = Та = Е + Ра ох +- ар) + 


+ бань ты +... * аш). * оо +... С). + 


+. ‘остальные члены Ц. 
„Члены 
33 
(ад, х +4... * аи) 


которые не могли быть опредёлены, сливаются съ соотвётатвеннои 
‚частью общаго интеррала 
эИ(С,х* +... 61). 
Итакъ приходимъ къ теоремз: 
Теофема 1. Если ч= е*Е(х), гдё Е(х). :- цёлая функ- 


аа степени ш-ой, то частное р5шен1е нужно искать въ вид8 


} 


если в ость корень характеристическаго уравнензя порядка {- 
го. 


Ты в ак ЗИ Е аш) 


Зампчан1е. Воли послёдн1й членъ оказывзется суммой н%®околь- 
кихъ ‚членовъ: С г 
р и ‚ 
па: в обе...) 


то и частное р$шен1е -У нухно искать въ видё суммы: 
а ее, (о): ее). +... 
„Въ частности если: 
| ©. СозВх. 6х) или 
а е\*.з10вх.Е(х), 
гдь Е(х). дёлая функция степени в-ой, ‘то, тавъ какъ 


еХ.СозВх.Е(х). = А + ву) = 
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беврх. #(х). Е г(8-В4)х. ка : 


[3 
е 


(е 


Вх: _ (к). В 


век к) = Е 
31 

(+81) х Е(х) (а-В1)х #(х) 
е ‚ —---е .—, 

21 21 


нужно искать частное рфшен1е для обоихъ случеевъ въ видь 


ке а а цы р 


= о боввх {#05 + 4+ (=) + 5108 х [вис®. - 3и:(х)} ] = 


= “| Созвх.н(х). + эашвжаи,(м) |, 


причехь 
. р. 3 
в(х) = аох +аах +... ар 
Г = 
ш:(х)- =, ох + 9:х +... №5 
» < 
если &*1В1 не служить корнемъ характеристическаго уравненйя, 
или 
1 Г -з 
в(х): = х (ох +а:х +... + ав). 


1 Г 0- 
вах). = х (охват +... + Г 


если а* 81 является корнемъ хэрактеристическаго уравнен1я 
порядка 1-го. Отызтвыь этатъ результазе, какъ теорему 11: 


Теорема 11. Если посл®дн1й членъ ч в$ линейномъ уравне- 
в1и съ постоянными коэффип1ентами иметь форму: 


[ 

9 = е *. СозВх.#(х)- 
или ыы 

9 = е .54108х.1( +), 


гд8 Е(х). цфлая функа:я степени «-ой, то вф обоихъ случаяхь 
нужно брать частное рёшен1е У въ форы»: 


= хо оввх.и(х). + заовж.а, (3). |, 


РР 


причемь у 
в 


-- 540 - 4 


Г и- 

ш(х). = щзх +а,х и: 8 
ш вез 

ы:(х) = Бох + Вх м 


и | ость порядокъ кратности корней + В1 характ. уравнен1я 
(1{=0, если &+ В1 ие служить корнемъ характ. уравнен1я). 
Примпръ. 
у" - 49 = хе -е й 
Составивъ характеристическое уравнен1е к -4=0, назо- 


димь К = +. Слздавательно 


я 2х —2х 
ца =“ 06 +0... 


Здъсь 


и въ первомъ злен® равно 8 и слузить корнемъ характеристиче- 
скаго уравнен1я 1-го порядка, а во второмь член8 ц®-3 ве 
слузитъ корнемъ характеристическаго уравнен1я. Согласно теорв- 
м$ 1 настоящаро параграфа ищемъ частное рёшенфе въ Видв 


г $. = ых +. В). + о 


Составииь производныя от 1: 


у в2%( зах? + 28Вх + 29х + в-овие! ; 


в 


Уря ых + 4Вх + 4ах+. 28.4 4ах+. 28:+.20). + 915, 


Подставляя найденныя вырахжен1я производныхъ въ ‘данное урав- 
нен1е,. получавмъ 


"Е = вдох +.48х+.8ах+.48.+. 2а-— дах®— 4Вх). + 


= : - 2 -3 
+. е Эк (оу- 4) = е”*(вВах+ 4В.+.2%) +. був а ео. 


Изъ атого уравненая слздуетъ 
За = 1; 48 +. 29 = 0;- 5у=-1 
и далве 
= у = Ищу. ЗА. 


- Частное р®№яен!е будетъ” 


И ииррчин 
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ма ео = И ).- А ре 


{8 06бщ1й интегралъ 


Я НЫ +. С›е 2 + око" —- Я.ьх) > и 


Примпфъ 2. 
у".+у = х.Созх, 


„боствётственное уравнен1е безъ послздияго члена будетъ 
ан. = 0, 


Характеристическое уравнен1е к +1=0 давть Два мнимБХЪ 
сопряженныхь корня К =*1, и, слздовательно, 


р 


С.Созх +. С.З1ах. 
Здсь 
д = е“ХСозВх.+(х). , 
причемь 
0=0, В=1, Е(х): = х;- 


:5 #81 =+ 1 служить корнемъ 1-го порядка характеристическаго 


уравнен1я. 
По теорем 11 пишемъ частное рёиен1е въ вида: 


1 = Созх.х(ик+В). + З1ах.х(ух+5); 
найдемъ 


1" = 00зх(20х+ В+ ух" +6). + Заих(2ух+ 5-= ах? — Вх). 


т 


" = Совх(2а+.2ух+. 6,4 2ух+.5- ах" + Вх) + 


+33 х(2у — 2ах-В- 20х- В-ух* - 5х). 
Отсюда 


ну = Сова [ух +2 +28 + ЗЗж[2у- 28 дах] = х.бовх. 
'Дая опредёлен1я. а, В, у, 5 иымземъ уравненая 
4у = 3; 2%+26 = 0; -44=0; 2-28 =0, 
которья дають 


3 а. 
у = Ах Ш= 0%. 6-0 =: 
Итакъ 


ч ва: 


= 


з 
= Созх. Ах + ЗНах.Рьх*, 


. Е 3, 
у = и+7 С.Созх +. С»З1ах +. Изх.Созх + 4х’. Зах. 


Приыёняя способъ Лагранха, мБ получили`бы тотъ не резуль- 
‘татъ. Положимъ 


У = С,Созх +. Сь5Зах, 
гдё С.:, С» асчитаемь функц1ями оть х. Поставивъ условая 
С\Созх +. Сьз1шх =0 
с. — З1ах + С'Созх = х.Созх, 
опредфлязмъ отсюда 
с; = - х.51ах.Созх 
с = х,Соз*х. 
Интегрируя, получиме 


с 


з Е 
С, = Их,Созх - И,(З4их.Созх +. х) +. А, 


С. = (к. Вах: бовк + 7 „бов? х+ 2.) .+ Аз 
и окончательно; у= А,Созх + А»З1ах + .Совх + и’бдах. 
`Примпвь 3. у! - у" - уу = 7. + х.е* + 51а2х. 
Характеристическое уравнен1е 


чик = о 


разлагается на множители ры» 7° 
. к(к-1)*(к+.1) = 0, к: 
аткуда 
Е о к=-% Кк=1 


:- ‘двукратный корень. Общ:й ивтегралъ уравнен1я безъ послёдняго 
злена 


нам бы бег” + © (с.> С.х).. 


Частное р3шев{е состоитъ изъ трехъ зленовъ (и=а, в=:} 1, 
щи. _ .. 
= + х*.е (6х+ с) + (в.3102х + в.Соз2х).. 


06щ1й инзеграль 


Примпьъ 4. 


у'\ +. 14у" +. 49у = Заа(х.и 7). + е Х.бозх 7. 
Характеристическое уравнен1е 
К* +. 45° + 49 = (5 +.7)*=0 
‘имЗезтъь двукратный корень 


К = 47. 
Поэтому 3 


и = Созхи 7.(С:.+ Сгх): + Зи 7. (С, + бк). 
Частное рёшене (и=+ М7 и ц=-1+ы7) 


1 = х*(а.Созжи 7 + ь.З10хи 7) +6 “(ш.Созки 7 + в.З1ихи Я), 
Общай интегралъ 


$ 12. 


Иншезрированв линейныхъ уравненфй вида 


ый а о и 3) а ан д 


+ ри- «(ах+6)у' + риу = 9, 


120% Ра, ра)... а постоянныя числа, а 4 - фуннуфи отъ х. 


1-ый способъ. Полагаемь ах+ь = 


р 
а.4х = © 4% += Чак] 


4 — 
9х 


и слёдовательно 


„боставимъ теперь выражен1я производныхь отъ у по 


Хх ча 
резъ производныя отт у по 6: 


нау > 69: 9% 
У 4х а ах 
5 ву" ду" 
4х 4% 
3% 4°у _ 4*у 
Зи 4% 
(а) 


Подставляя найденнвыя значен1я производныхъ въ данное урав- 


цене и полагая ((%) = 9%), получимъ 


ты С (ш-з) 
а [8 вы 4 т га + 
[ р 
о. роль" 9 + рьу = 9(%), 


или, п08лф приведен1я подобньхь членов и дёденя на а, по- 


лучимъ , м 
у ЧУ _ № 
м8 ЧЕ +... * в0у "п (еее. (* 


‚.е. линейное уравнен1е порядка п съ постоянными коэффицаен- 
‘тами, интегрирован{е котораго бело разсиотрёно въ $$ 10 и 11. 


Примьръ. 
ху" + ху" +у= 1. 

$ 
Двлая подстановку х=е,‘ имвемь 
ыы ви 
9% 

-8% 
свои 


Слёдовательно, въ новой перемвивой 'уравнен1е получаетъ видъ 
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а 49а 
о у = 1 
а? 9 4% 
или 
2 
Е = 1 
9% 


Интегрируя это уравнензе, получим 
У = С,Соз% +. С,5310% +.1. 
* 
Имзя равевство е = х, каходимз: 


%= 105х и у=1+ С,Соз(1о5х) + С.Зфа(1овх). 


2-0й способъ%. Такъ какъ для преобразованнаго уравнен1я (*), 
содержащаго производныя у по %, частнья рёшен1я ураввен1я 
безъ посдздняго члена имёютъ форму ек*, то для первоначаль- 
наго уравкен1я частвыя р%ёаен1я имфютъ форму 

5% к 
е = (ах+р). 

Поэтому мь можемъ, не вводя новой перем нной независимой %, 
сразу искать частныя р$шен1я, положивъ въ уравнен1и безъ по- 
слёдняго члена: к 

у = (2х+ь); 


тогда мы найдемъ для К жарактеристическое уравнен!е п-ой сте 
вени. Пусть всё п корней К будуть различны: К., Ка, Ка» +. > 
Кп- ‘Торда общ1й интегралъ будетъ 


с к 
у= 1+ С, (аж) + (аж) ® +... + Со(ажнь) в. 


Всли два квк1е-нибудь корня будутъ комплексные сопряженные, 
т.е. ‚если 
я +. В1 


и 


Ка 


и 


К = Я- В1, 
. то нужно соотвётствующую часть общаго интеграла брать въ |:}:7.0: 
(ах+ь)*. [сов лов ах+р)] + дез. довСажь)) |. 


ь Дьйствительно, 
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Е Е ие "а В1.105(аж+ь)- 


= “(ахнь). [СозВ 1о8(ах+ь). + 1.3118 108(аж+ь)1,, 


и такъ же 


а — (ах+ь). [СозВ1о( аж+ь). - 1.3108105(ах+Ь).)], 


поззому 
С.бакнь) ВА + С,ахнь)° В = 
= (ажнь) [А,СозВ1оя( ах+ь) + А»3108109(ах+5)] , 
гдз $ 
а о 
А» = 0.1 - (1 


‚Всли характеристическое уравнен1е для К иыфетъ 1 кратный 


корень К: = К» = К. = ... = Кр, сто соств&тствушщая часть об- 
щаго интеграла будетъ 


к: ы 
с +... + с" 1] = 


= (ах+ь) с, С,108( ах+0)-+ С»1о&*(ах+ь).+...+ Сно” *(ах+ь)},, 


такъ какъ имземъ 


$ 
е = ах+ь 


$ = 10(ах+ь). 
Если характеристическое уравнен1е имфетъ корень 
КВ 
‚порядка 1-го, то соотвзтствующая часть общаго интеграла будетъ 


(ах) Зиервы . Ц, С2108(ах+ь). +... 
...* до `\(ах+ь)] + Зы В .1о8(ах*ь)] . ЕВ: + 
% Вь108(ах+ь). +... + Вов “Сахнь | й 


Лримпфъ. 
(И Ру" * ЗО" + у=х. 
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Написавъ соотвфтоствующее уравнен1е безъ послздняго члена 
Г (И у" + зу" +у=0, 
ищемь для него частныя рёшен1я въ вид® 


ум (ажак, 
Имвемъ г 
у = хи * 


у а ен. 


Педстановка значен1й производныхъ въ данное уравнен1е да- 
втъ намъ характеристическое уравнен1е для К: 


(440 [ии 3к +11 = 0, 


откуда 
к + 2+1 = 0 
ила 
Че = 6 
‘такъ что К = - 1 есть двукратный корень. 0бщ1й интегралъ бу- 
детъ 


у = и", + смо] + Т, 


гдЁ \:- частное рзшен!е уравнен1я съ послёднимъ членомъ. 

Для нахожденая частнаго рёшен1я \ замётимъ, что подста- 
навка х+1= е (по первому способу) привела бк насъ къ урав- 
нен1ю 


4*у ау ‘ 
ее = = = * 
Не +2 Е у е У 


такъ какъ характеристическое уравнен1е для К имфетъ видъ 


К + 2Ж+1=0. 


Левперь мы видимъ, что частное рёшенуе { будетъ вида .( здсь 
и=1 и ц=0): в $ 
$ = яе +. 
Подставляя въ уравнен1е (*), находимъ: 


а 
Е а = /4, ь = - 1. 


Факимъ образомъ 
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5 = т 2 -1Т= д = А: 


Итакъ общ:й интеграль будетъ 


1 - 
Я О + С,10#(х+1)] + 7.х =лй.- 


$ 13. 


Инивзрированзе системы обыкновенных совонупнихи диф- 


ференуфальнихъ увавненай. 


Пусть %& независимая перемВниая, ‘а х, у, 2 веизвзстныя 


ея функцё:и. Разсыстримъ сыстему обыкновенныхь совокупинхъ диф- 
ференотальныхь уравненай 


те. 8х ах ВЕ ау 9” ду 42 9 
хх, ЕГО 2)... а * в РГ а етот. 
р 
[1 
= 
а? 
РИА СТАЕ = 


) о 
ен пре 


причемъ число ея уравнен1й равно числу нензвёстныхь функц1й, га 
высш1й порядокъ производной х по & сесть п, высшАЙ поря- 
докъ производной у по & есть п и 2 мо & есть р. 

Проинтегриравать эту систему значить найти для х, у 2 
выражен1я въ функц!и отъ % и постоянныхь произвольныхь (чис- 
ло которьхь равно ш+ п фр). 


Теофе»а Г. Всякую систему обькновеннехъ совокупных»ъ диффе- 
ренихальныхь уравнен1й, ‚въ которой число уравнен1й равно числу 
неизв стныхь функц:й, можно замёнить такой новой системой, въ 
которую входятъ производныя стъ неизвёстныхь функций полено 1- 
ло порядка, ‘и чисйо уравнен1й по прежнему равно (числу неиз`- 
„ВВОТНЫХЬ функиай (до преобрезованая было 3 неизв стныхь фузк- 
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цзи и.3 уравнен1я, а посл\ преобразован{я войдут 1*0*%р не- 
извёстныхь функц:Й и столько же уравнеи1й). 


Доказательство. Вводя обозначен1я 


в в ак ни. 
4% ет ар Е 
ве 
=. нь 
4% *_-: 4% РИ 9% 
м а ба) 
4% Ра жа 4% 
въ силу которвхь: 
ар.” Г: а. 


и присоединяя къ уравнен1ямъ (”) три данныя уравнен{я, перепи- 
санндя въ видё: 


"и (1-2) ах" 
о Я РЕЙ Ур и 
(п) аи") Аи (р-) а»), 9 
... 9 , Е эх --. в ь 5 ы 
А Е В аа. аа 
лас Л а Ме ра ОИ ВВ 


мы будемъ имёть (1*0.+р) уравнен1й съ такимъ же числомъ не- 
извёстныхь функийй: 
АНТИ РИО 


у, у', у", ..... У 
О $ 


причем вс% проиаводныя, входящ1я въ наши преобразаванныя урав- 
нен1я, будутъ только перваго порядка. 


Зампчанфе. Когда заданная система преобразована въ навую 
систему (1+ 0*р) уравненай съ производными атъ неизвёстныхь 
функцай ‘только перваго порядка, то, р®шивъ преобразаванную си- 
стему относительно этихъ производныхь, мы момемь дать ей слё- 
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дуюз1й видъ: 


с ероиртьз ния) 


р 
и 


а м ти ЧРИ 


(А) — 


Ух, ду Вер свьыны 


БЫ, Мани 


Всё дальнёйв1я разсужден1я ин будемъ вести въ предположе- 
ии, что заданная система приведена уже къ систем (4), содер- 
жащей к уравнений и К веизвзстныхь функцй 3, у, 2, и,... 


Инпезфирован1е системы (А). 


-ый способъ'- интегриронан!е помощью безконечныхь рядовЪ. 
Пусть при &= \%. значензя К неизвфстныхь функи1й будуть 


& = №; 9 = Ух &2= 204: и = %;..,.. 


Эзо будуть К постоянньыхь произвольныхъ. Разлолауъ х БЪ 
рядъ Тейлора, ‘для чего находимъ выражен1я всЪхъ производныхь 
от х по % черезь %, х, у, в, ц, ... 

Имемь изф системи (4): 


ах 
Е О И Е: асс. В. 
„Взявъ производныя по % отъ обзихъ частей равенства (1), 
получимь В 
2 р м 
Ч _ 99 ор 


в%? 9% Эх ’а ду’ а а’ 4 да’ 4% 
Но производныя 
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намъ извёстны въ функн!и №, х, у, 2, а, ... изъ системы (:4); 
* вводя ихъ выражен1я, имЗемъ: 


Чх 9. 98 э: 
и ЕС Е(х,ув,и, ...%) + в: Ф(ух, у, т,и, ...)..* 


ЭЕ ЭР 
+ э` (уж У жи, ...):* 5 (ХУ, 6..5) Фе оревь 
паи" аи 65. 
Поступая такимъ образомъ, мы найдемз: 


$ = #4(% х, у, 2, щ, 9... ее (2) 
а О. 
— = #5(4, ху, в... Ао о 


а бу ва, цель о 


Предполохимъ, что законь составленя функцёй 1, {», ‚... 
{„-, Удалось подывтить. Тогда находимъ з 


ах 

изъ (1): [] О И 
А 
а*х | й ` 

изъ (2): ры О 
95° 1 4=%6 


4 
изъ (3): | = `2.(40у Хо» Уор оу: Мор +2... ) 
т 


ит. д. 


Знанфе этихъ производявьхь дастъ возможность представить Х. 
въ видв ряда Тэйлорз: 
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Ее ее 5 . хз Сам к [=] + 
о 4% =. 1.2 94? = 
ыы [4]. 
та М ны 
откуда 
х = К, %, %; щ, м... 


Когда найдено рёшен1е для х, 10 р®шен1я для остальныхь 
(К-1) неизвёстныхь у, 2, и, .., найдутся, если взязь (К-1) 
уравненай (1), (2), (3), ... (к-1) и рёшить ихъ относительно 
у, 2, и, ..., которыя ввразятся черезъ 


вх ах ах 
&, х, а Ри заФь то 


и, слзловательно, посл замёнь х иего производныхь ‘ихъ ‚вБ- 
раженфями черезъ №, хо, Уо, 20, №, ...» будуть извёстными 
функц1ями отъ & и К постоянныхь произвольныхь хо, Уо, 2, 
Ме... 

Затруднен1я этого способа заключаются въ слёдующемь: 1).- 
въ необходимости подыётить законъ составлен1я коэффацтентовъ 


[ 4х ] [ а*х ] Г. 
4% [++ аа" |, 


и 2) въ вопросв о сходимости ряда, изображающаго искомую функ- 
цю х. 


2-ой ©пособъ :- приведеная интегриронаная ‘системы (14) К 


уравненай съ К неизвёстиБьми функцфами 5ъЪ интегрирован1ю од- 
ного обькновевнаго уравнея1я порядка К-го. 
„Выпишемъ уравнен1е (1) 


2 = (6 жур, о...) еее [69 


`Продифференцировавъ его (к-1) разъ по % и зам®няя при 
зтомъ, какъ и раньше, ‘производныя неизвёстныхь у, 2, и, .....- 
10 $ ихь значенйями изъ уравнен1Й системы ('4), получиыз: 


2 
о ь А В м Е а 


Ах ТЗ: 
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К 
ах 
Е ао 
3% : 
Исключая отсюда (К-1) буквъ у, 2, и, ... , найдемъ 
к 
ах 4 а 
| |= 0. 
9% а 4% 
Если это уравнен1е интегрируется, ‘то мы имземъ 
х = 2%, С,, С,,..... бу). 


Веря ‘теперь (к-1) уравнен1й изъ числа (1), (2), ... (К). 
и р8ёшивъ ихъ относительно у, 2, ц, .... мы получимь ати бук- 
‚вы въ функцфи аъ 


4х а“х а 
ух, 4: аи Е 


вли, вводя найденное выражен1е х, получимъ 


у = $(%, С,, С», Сы, ... Ск) 
2.= 90%, ба, Хы, бара Ск) 
и = 9(%, С,, Сь, Сь, .,. Си) 


причемъ число постоянныхъ равно числу уравнен1й системы (4). 


Зампчанае 1. Иногда оказввается возможнымь исключить буквы 
у, в, й, ... не изъ полной системы уравнен1й отЪ (1) до (К), 
8 ‘изъ меньшаго числа ихъ 


ах 
8% 


О РА 


4*х 
2 


9% 


ба, п, о 


фе ево Г ааа ата ие рае 


в 

Я (=). : 

ыы ЕА ВС Г А Що 
ай: - 


гд8 1< К. Результатъ исключен1я будетъ вида 
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1 
ах ах 
| х, а а = 0 


.- дифференцхальное уравнен1е порядка {-Ро, изъ козораго нахо- 


дДимъ 
х о бань. с). 


Въ такомъ случаз, внося въ уравнен1я (1):- (1) найденныя 
значен:я х и его производныхь, можемъ опредёлить (1-1) буквъ 
#35 числа у, 2, и, ... [система уравненай ,(1) :-.(1) вамё- 
няезся системой уравнений (1) :- (1-1) съ присоединенфемь 
уравнен1я х= Р(%,С:,С», .., С;)] въ функлаи от +, С,, С», 
Сь, ... С} и остальныхь (К-1) букзъ изъ Числа у, в, м, ... 

Веря 18 изъ уравнен1й систеив (4), лёвыя части каторвхь со- 
держать послёдн1я (К-1) буквъ и заыёняя остельнья (1-1) 
буквъ изъ числа у, 2, и, ... и букву х найденными выше ихъ 
‚ввраженгями, мы получим новую систему, ‘аналогичную (.4), но са- 
держацую (к-1) уравнений. 

„Вообще ивтегрирован{е системь (А) порядка К-го можетъ при- 
водиться или къ интегрирован1ю одного обькновеннаго уравнен1я 
порядка К-го, или къ интегриронан1ю нёсколькихъ обБкновенныхь 
уравнея1й порядка ниже К, во сумма их порядкавъ всегда равна 
к. 


Заипчане 11. Всли въ правёхъ частяхъ уравненай (4) ‚содер- 
жатся линейнвя функции отъ независимьхь х, у, 2, ци, ..., 10 
обыкновенное уравнензе порядке К-го, къ интегриоовав1ю вотора- 
го приводится интегрированфе системв, будетьъ также ‘линейным, 
притом съ постояннвми коэффицентами, если были постоянные 
коэффицфенть при х, у, 2, и, ... въ уравневн1яхъ системы (А). 

Двйствительно, возьменъ систему 


Зри" ое р 

зу 

— + + 2+9 
(1) 4 = мая 92У Сэ. 

42 

— = Г.Х + гу +. Гьв +. В 

а з зу = и „ 


гдё р; (1= 1,2,3), Р, 4;, @, гу, В:- фунвшёи отъ %. 
Дифференцируя первое уравнен{е пс %, получимь 
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4*х ах ау 42 о ‘ард. @р ар». ЧР 
2 а в Вы — + Зы а а 
а ыы 


г а 4р бр 
а [р раЧл.* оэга + $ + У [рыр=* 6»9>.% раг» + Е + 


Зр 


ЯР 
+ вендь* р29з.* рэг» + 3 + раР +. ра@ +. рэВ + м 


= 8х + 52У + 552.4 5, 


причемь 3:,`3», 3, 5 - Функизи 075 &, цасесли малыя буквы 
р, 9, г бьши постоянны, ТС 3:1, 8», 3» также постоянный. 
Лачно также найдемъ 


их 2 
(8): —$ = Шах + 45у + Цьй + 1, 
4% 
причемь (., Ц›, И, :- функцёи отъ %&, са если р, 9, г бБли 


постоянив, 19 и ц., 05, 05 будуть постоянны. 
Умнохиыъ теперь уравнен1я (1), (2) и (3) соотвётственно на 
А,, Л» и 1 и сложииь ихь: 


Чх 


(1) тт 


= рах + рзу + рез +Р , 
С 


в 
9% 
э 
° (3) & . М.Х + Цау + (за + 0 1. 
9% 


(2) 


2 84Х.* 82) + 5.248 ^» 


Подберемь Л, и ^»„ стакъ, чтобы коэффинаенть при у ий 
были 0: 
Льр» + Льва + и» = 0 


Л.р» + Леза +45 = 0. 


Сложивъ вс три уравненйя, получимъ тогда 


+ Л, — = х(р:А:+8а^ 201). + (РА .+3А»+0) 
:- линейное уравневнуе, коэффинаенты котораго №», Л,, (ра, + 
+ 3, + 1,) будуть постояниыии, если таковьми бьли р, 4, г. 


=овВх= 
Примпьъ. Дана система 
| ах Зея 
9% ;. 
9. 
(1). я = х+5 
и х 
а у . 
Коставляемъ 
а*х 9х ау 
н- а" х-у-х-а=-у-.. , (2) 
4°х 4у 92 х 
2 = - 2 - Ш =-х-2-уфх=-у-а... (3). 
еь Сы с. 


Исключая у и 2 изъ уравненй (2) и (3), находим 


4х а“ 
о 
4% 9% 
или 
"их" =0. 


„Характеристическое уравнен1е 
к -к = 0 


‘имзатъ корни К= О (двукратный корень) и К= 1 (простой, :2 
потому + 
Хх =. С: 65+ 6 . 


Изъ (1) опредёляемъ 


= ыы = С:.+ быь +. був" С, 3: бе" = (0-0). + ба, 
а изъ (2) 
4? % 
уе бб 2 = ООВ 


94° 
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$ 14. 


Инивзфалы систены совокупныхъ дифференцфальныхо ‘уфавне- 


нй иихь ‘сеойотва. 


Опредиленфе 1. Интеграль`системьв: 


(4). 92 


образуются сявдующимь 
уравнен!й системы (:4) 


‘изъ котораго слздуетъ 


эта послёдняя функи:я 
Итакъ интеграломь 


вх 9 р 


м. Зав, м, цы ь 


аж. у Во ЛаьнаЮ 


' 
[4 
> 
— 
= 
“ 
я 
- 
м 
- 
[- 


образомъ: положимъ, что какъ слёдотвзе 
намъ удалось составить уравнензе вида 


@2(4,х,у, вц, ...).= 0, 


Ф(в,х,у,2,щ, ...). = С. (постоянной); 


и называется интегралом системы (4). 
системь (А) называется такая функця 


бак, узани, о: 8%, 


полный дифференцфаль которой тождественно равень О ва осно- 
ван1и системы (4), т.е. 


9? = [> 


%. 0,2 4%, в 


а а 


95 9х’ 4% у’ 92 д 9 


„+ [3 ‚2 а Ув ах -..:>5 (жур ву а: сие.) 


РЕ (4, ху, ц,...)- + | Вес а] = 0. 
32 Эи 
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Заипчан1е. Предполагается, ‘что между фувкц1ями 1, х, у, 2, 
и, .., не ‚существуеть зависимости вида 


аж, уаьц, 5:8): =@, 


не содержащей постоянныхь произвольных», ибо иначе можно было 
бы опредёлить, наприм$ръ, х въ функи!и отъ остальныхъ буквъ и, 
водя ато х въ уравнен!я системы (4), понизить порядокъ си- 
стемы на единицу. 


Тесфема 1. Если Фа, $2, ...Ф; суть интегралы системы 
(А), то свсякая произвольная функц:я стъ $., 9, ... ФК 


$(9», 9», ... Фк) 
удетъ также интеграломъ системь. 


Доказательство. Имвемъ 


: Ч: = Фр» =... = = 0 


а основана уравнен1й (4), ‘такъ какъ ф:, Ф», ... Фк интегра- 
лы системы, сл®довательнс, ". 


4$ =0, $=С 
на основанзи системв (4), т.е. Ф есть интегралъ системы. 


Опредвлен1е 2. Ветеграль фз, Фа, ...Ф; Называются зави- 
симыми, если между ними суцествуеть зависимость вида 


Ф(фа, Фь, ... Фк)- = 0, 


‚въ которой буквы \%, х, у, в, и, ... не входятъ внё функиай 


Фа» Ф2,› „..- Фь. 
Напротивъ, интегралы называются независимыми, если иезжду 
кими не существуеть указаннаго уравнен1я. 


Зампчанав. Не можеть существовать зависимости вида 
З(ь, Фа, Фа, ... 9) = 0, 


6% которую входить явно % и нёсколькос интеграловъ Фа, Ф2,...- 
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$Фк, стакъ вакъ долино быть 


э 39 2% аз 
[63 — 4% + — 4. +- №. +,.. + — 0;- 
а ты а ВЕ 


отсюда, въ силу равенствъ 


49: = 4 =... = 4х = 0, 
слёдуетъ 
9% 


—=0, 


а 
сладовательно % явно входить не можеть въ функшю %. 


Твофема 2. Число независимыхъ интеграловъ системы (.4) п-го 
порядка равно п, 

Докажемт, что ато число не можеть быть >*п. Допустимъ, что 
визется (1+1) независимыхь интеграловъ системы (4): 


ба = ола 


Г] 


ч Фа(, х, У, 3, Шу чье) 


ча 


а МТ, Вр Вр еньь а): 
Мда = Эна (98; а.) 


Йзъ первыхъ и ‘уравнен1й можно опредзлить буквы х, у, в, 
и, ... „ВЪ функ и стЕ 1, ц:, и, ... Ц, Макъ какъ при не- 
возможности опредёлить буквы х, у, 2, и, ... он бы искличи- 
лись и подучилась бы зависимость между & и а, Ца, ..., Ц» 
которая въ силу замёчаная кт опредёлен1ю # приводится кз зави- 
симости между Ца, Ц, .., Мы И пративорёчить предположен1ю о 
ихъ независимости. Подставивъ ихъ въ (1п+1)--ое уравнен1е, па- 
учим» 


Чака = (0%, Чар Нее 
или, въ силу замёчантя къ опредёленаю 2, 
Заза - > * Уаз, Вал. Мо 


т.е. Цп+: есть зависимый интеграль, и слёдовательно, число не- 
зависиныхь интеграловъ не можеть быть больше п. 
Докажемъ, что ‚число независимыхь интеграловь и не меньше п. 


ов 


Предположим, что система (А) проинтегрирована, т.е. найдены 
вырахен1я всзхъ неизвзстныхь функц1Й: 


х = 9.(4, С., С», ... бу): 
у = 92(%, С, С», ... Со) 
2 = 66(%, Сь, Сы ... Св): 


в = 6. (+, бы, Са... б0)- 


Мы имфемь п уравнен1й. Опред®ливъ изъ нихъ С,, С», .... 
Сь, получимь 
С, = фа(4, ж, у, жи, ...): 
(*) Сь = фэ(в, ж, уров, м, ...)- 


=. Фи(Ь х, 9,8, ву...) 


Не можеть быть, чтобы С., С,, ... С, не опредвлились изъ 
атой системы, такъ какъ иначе эти буквы С,, С», ... Су искаю- 
чились бы и получилась бы зависимость 


эХь х, Уря, о, роза 19 


‚что невозможно въ силу замёчан1я къ опредёлен1ю Т. Эти вырахе- 
в1я (*”) и представлаютъ п интерралов® системь и притомъ не- 
зависииыхъ, такъ какъ если бы существовала зависимость 


$(9., Фа, ... 9). = 0, 
‚Фо была бы зависимость 
Ф(С:, Сь,..,. Св): =. 0, 


которая невозможна, такъ какъ постоявныя С., 0,, ... С, #@- 
‚зависимы, - 
Функини (*) 9:, Фа, ... Фо суть -интеграль системы (А), 
‚лакъ какъ 
ео Го о, 


Е , } а жаб: 5.00 
55 Эх ° 4 ду’ 4% ] Е Ь 


и это равенство должно обращаться въ тождество въ силу уравне- 
н:й (4), лакъ какъ иначе была бы зависимость 
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Слпдоствфе пеорвмы 2. При наличности п независимыхь инте- 
граловъ фа, фз, ... Фц системы (4) п-го порядка, всякай ин- 
регралъ этой системы можно представить зъ вид® 


$ = 4(%,, 9», ... ФВ 


гдё $ ‘произвольная функцая. 

Дайствительно, при наличности п везависимыхъ интеграловъ, 
всяк1й новый интегралъ долженъ быть ихъ функшей, по теорем 2. 
/Факимъ образомъ самое общее выражен1е для интеграла системы (А 
есть 


$ = $(Ф., 9», ... Фр), 
'ГД8 Фа, 92, ...ТФ0 Суть п неаовисихыхъ интеграловъ. 


Творема 3. Зная К незазисииьхь интеграловь системы (А) 
1-го порядка, мохно понизить порядокъ системы на К ‘единиц; 
въ частности, зная ап независимыхь интеграловъ системы (А), мы 
имфемъ полное р8шен1е системы. 


Пусть 
ара бе ььеь ду = 04 
Фа(\;-х, у;-а,-1, ....)- = 5 
Фк(&, х, у, в, м, = Ск 


будут К независимихъ интеграловъ. Зная ихъ, можно К букв 
изъ числа х, у, 2, и, ... опредблить въ функши отъ %, С., 
Ре Ск и остальныхъ (1-к) буквъ изъ числа х, у, 2, ц,... 
Веря теперь 18 (1-к) уравнензй системы (4), а®ввя части ко- 
‘зорыхь содержать производныя отъ этихь послёднихъ (п-К) буквъ, 
вносимъ въ правыя части ихъ для К первыхъ буквъ ихь выраяе- 
в1я, найденньыя выше; тогда получимъ систему (.А') порядка (п-К), 
куда входятъ, кромв неизвзотныхь (0-К) функций, буквы &, С, 
в. ©. 

„Если К= п сто вс буквь х, У, 2, 4, ... опредвляются в% 
функцфи отъ + и постоянныхъ. 


ААА РАНА РНИИ ИВРНАЕРНВ 


"ВЫСИАЯ ИАТЕНАТИКА". Проф. 4. 4, АДАМОВЕ. - Чистъ 86. 
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Примпр»ъ. Дана система; й 
ах 

4 


(4) Ч 


— = ху а, 


Умножая цервое уравнен1е на 2х, а второе на :-2у и скла- 
‘дввая, получимъ 


ЗУ 
ПКЕ ЗУ = 
ы 4 у 9% 
или 
а 
ет {ж*- у*).=0, 
аткуда 


Хо ба д а, о 


Слохимъ теперь первыя два уравнен1я; имземь: 


ах , ау 9(х + у) 
о 
4108(х.+ у): = 4%; 19&(х +. у). = % +. 108С, 
‚и, наконец, + 
2+. 9"-= 60 д оо о 


Уравнен1я (1) и (2) даютъ два везависимьхь интеграла систе- 
мы (8). Дёлимь (1) на (2): 


С: 
х-у = —е 
С. 
* 
Присоединяя сюда (2) х+у = С,е, находимь х и у. Шо 


‚внасен1и этихъ значенй х и у въ уравнен1е (3) системы (4), 
получаемъ 


92 И 
ЧН ®.бьв:. 
О: АСУ > 
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Инивзрирован1е уравнений въ частныхъ производныхъ 


первазо порядка, линейныхь относительно ‘производных%, 


Дифференизальныя уравнен1я въ частныхь производныхь отли- 
‘чаются отъ обыкновенныхъ дифференц1альныхь уравнен1й ‚т&мъ, ‚что 
въ послёди1я входятъ неизввьстнья функп1и атъ одной независимой 
перемённой, а въ первыя - функцЁи нёсколькихь перем нныхь, по 
которымъ берутся частння производныя. р 


1-ый олучай. Интегрирован1е уравнен1й вида 


"Ву = 79 - = - `` 
В КЖ — № — № — = 0. 
* эх, ака * Эх. хи о (1, 
ГД Х,, Хз, Хз, ... Хц _- независимвя перемвннья, у:- неиз- 
взстная ихъ функи1я, а Хь, Хь, Хз, ... Хр - ‘данныя функии 


ТОЛЬКО ОТЪ х,, Хх», ... ха. (Требуется найти самое общее выра- 
женёе для функции у (0бщ1й интегрелъ уравнен1я). 


Творема. Всякое рёшен1е уравнен1я (1) является ивтеграломъ 
системы совокупныхъ уравнен1й 


ее а: * ета (2) 
55 : ой 5 


(1-1)-го порядка (одна изъ буквъ Х,, х», хь, ... ху :- невави- 
‹имая перемвнная; остальнёя (1-1) -- ‘ея неизв®стнья функц!и); 
и обратно: всяк1й интегралъ системы (А) служитъ р%шенлемъ 
уравнензя (1). 


Доказатёльство. Прямая теорема. Пусть 
бы С ТРЕ ВА Ж 


есть р#шен1е уравнен1я (1), такъ что тождественно 


бя, о 


а 0 
Эх, Эх» 5 


Докажем, что р = С всль интеграль системы (2), т.е. пол- 
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ный дифференцфаль его @р = О на основан1и ураввенай (2); Бь 
самомъ дёл, на основан: уравнений (2) - 


Е а 3 И 
Ба о 3 
вмземъ х г 
@х: = АХ; @хь = Аир... хи = АЖ, 
отсюда 
3 
4. = — Чх, + — ах» + У — = 
у Эха" ор" =" вы 
о с а 
А. | Ха = ++... + — = О 
ы [ ак Эа Ш ге ы 


шакъ какъ прямыя скобки равны нулю по задан!ю. 


Обратная пворема. Дано, что $ = С есть интегралъ системы 
(2), л.е. № = 0 на основан1и уравненай (2). 
Но на основани тёхЪ зе уравнен1й (2) 


еб = = 
Бе, РП Ре не, ИЕН 
Эх: Эх» Эха 
причемь ^ не = О (лтакъ какъ среди числителей отношенай (8) 
находится лифференцгаль и незавясимой перем$нной -`’ произволБ- 
ное число); следовательно: 
рт: = О 2. 9% 
Ха. Дне @ 
“ав: За о ы 


т.е. уУ=ф есть офвен1е уразненая (1). 


Сльдствуа. Общай интегралъ уравнен1я (1) совпадает съ са- 
мБиъ общимъ выраженземф интеграла системы (2), т.е. на оснава- 
в1и следств1я теоремы 2 $ 14, общЁй ивтегралъь уравнен:я (1) 
есть прсизвольвая функг1я отъ (1-1) независиныхь интеграловъ 
системы (2): 

у = Ф,, Фь, --. Фара) 


гдё Фа, 92, ... За Суть (8-1) везависимыхь ивтеграловъ 
системы (2). 


Принтръ 1. 


А ГЕ 
у м = Юка 
Х эх У зу 32. 
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„Согласно ‚вказанному ‚выше, составляемъ систему: 


9х 6. 9. 
Е а 
р з У „8 


и найдемъ два независимыхь интеграла ея. Имфемз: 


к = ы > 108у = 108х* 1080:; уз С.х 
или 
С 
Далзе 
> = 5 5 1082 = 1ю5х + 1080; = 0» 


Итакъ, независимые интегралы системы (2) суть 
= С», 


а потому общ1й интегралъ уравнен1я (1) будеть 


т.е. У есть однородная функп4я нулевой стелени стъ х, у, 1, 
напримёрз: 


у = Эш ее Соз - или у = и. д, 
х х 
Ловпфка: 
Эу ПЖ г -2 Эу ПЕ: 
== = — + —- -- = ис 
Эх “, х? Ая . зу “хх, 
Эу 0 я. у 2 
— = = > у=- 
Е ых {гдз сы х , 
Е +5. а + ВУ з. (0 
эх зу 95 


‘тождественно при всякомъ $, 
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Принтфъ 4. 
9:8 . 
Эх зу у 
Написавъ систему (2) 
ОУ 
у -к 
находимъ 
2х.4х + 2у.4у = 0; 4(х +). = 0 
хе + у* = С, или х + у = Фа. , 
Слёдовательно 


2 = + у)). 


- это есть общ:й видъ уравняен1я поверхности вращен1я вокругъ 
оси 2-овъ. 


2-0й случай. Инзегрированфе уравнен1я вида 


8 С > 9 - 
Ос, — = Фр @ 
ха °5хь Эха . (#' 


ГД Хз, Ха, Хз». +. _Хы везавиоииья перем накз, у неизвстная 
ихъ Функця, а Х,, Х,, ... Ху, Х данныя функпёи отъ буквъ ха, 


Ха, _... Жи У. я 


Твофема. Общай интегралъ уравнен1я (1') можетъ бить опре- 
‘д®ленъ изъ уравнен1я 


Ф(9:, Фа, ... 91). = 0, 


гдё Ф произвольная функц1я отъ и мвезависимыхь интеграловъ 
Фа, Ф», ... Фш системы 


а а (2'). 
а 1. Я 


Дёйствительно, предположимъ, что неизв®стная функця У оп- 
редёлявтся уравненлемъ вида; 


и(х,, х2, ... Ха, М). =... 


Веремъ отъ этого уравнен1я частную производную по Ха: 


Эи Эи 9 
а ыы = 4 
9х. 9 ох. * 
стсида 

Эи 
а ОЗ 
< 3 

Эу 


Эт 

Зи. ._ Эх, 

зх, к о. ит. ‘д. 
ЕТ 


Внесемъ эти звачен1я въ ур-1е (1') и умножимъ его на - 5 
золучамъ: 


ох, ана 2х 
Эх. Эх. ый ду 


Мы приходимъ къ уравнен1ю случая 1-го; дАйсевительно, в6- 
извзатная функция будеть и, и буквы, отъ которыхь она зави- 
ситЪ, 1.6. ха, Ха, ‚.. Хш, У, ВХОДЯТ ВЪ Коэффищенть Х,, 
: 2.5 в, т, но сама неизвёстная функд1я въ эти коэффишен- 
зв не входитъ. 

Для ‘интегрирован1я преобразованнаго уравненйя, согласно 
случаю 1-му, нужно составить систему: 


9х: _. вх» и: 
о и” 


порядка 41-го; пусть фа, Фг, ... Фш будутъ независимые ин- 
леграль ея. Тогда самое общее ‚р®шен1е представится въ форм® 


#й = 994, 9», -.. 9)» 


гдБ Ф_- произвольная функц:я. Такъ какъ мы ищемь р$шенае въ 
форм и= 0, сто получается урзвнен1е 


$(фь, Фь, ... Та) = О, 
изъ котораго опредзляатся у. 


Зампчантв. Всли столько одинЪ изъ интеграловъ Ффь, ®», .... 
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Фи содержить ч, то, рёшая уравнензе $ = О относительно атой 
буквв, положимъ Фи, будемъ имёть 


9 = ЗФ, в, ... 9в-.), 


„откуда у онредёлится, какъ функц1я отЪ буквЪ Ха, Хь,... Ха. 


Примпръ 1. 
зу зу эу а й 5 
— + Е + + м 
г дх р Ха 32 : ь > 


Соотввтственная система (2') будетъ 


4х _ 9 92 ау 


= = ——ы——— 


х у 3 2х ву + 8*) 


ах _ ау 
Найдемъ 3 независимыхь интеграла ея. Изъ равенства Ее 9 — 
имвемъ у 


9105х = 91ову, 


105х = 1089 + 1905С.,, 
а у Ча 
ткуда е 4 
9 = = = с 
У 


ах _ 42 
.- одинъ интегралъь, Веря пропорц!ю — “ -е ‚› имфемъ подобным 
же образомъ ь 


-- второй интеграль, независимый отъ ф,:, такъ какъ содержитъ 
новую букву 2. 

Для нахожденя 3-го интеграла ссставляемь производное от- 
номен1е изъ первыхь трехъ отношен1й системь съ такимъ разсче-, 
томъ, 3106 въ знаменател® получилось 2(х’+у’+.2°), стоящее 
под 4". Имфемъ: 


-___“ _ .259х. _ 2уду _ 2843 _ 2жах + 2уду +. 2805 
Во 22°. 29°. дв 2(хе +. у’ +. =*). 
сткуда следувтъ 
ЧУ = 2хах + 2уду.+ 2242,4 %®) 
фа = И - у - = 65. 


Это будетъ трет1й интегралъ, независящуй отъ первыхъ двухъ, 
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„такъ какъ содерхитъ новую букву \, не входящую вз 9, иф.. 
06щ1 интегралъ предложеннаго уравнен!я будетъ: 


9в = %:, 92), 
у" = 1, 
откуда 


У = + у +28 + 902, %). 
у’ а 


х 
‚Дфлаемъ провёрку (полагая = =, зу): 
# 


эу ' 1 ' 

ЕЕ = 2х + Ф - Е ы <, а х 
эу и 55 

= = 2+ о 

пой у 


л.е. наше уравнен1е удовлетворяется вырахен1еиъ 
: я х 
= у  +. $, >), 
уз 


‚чтобы ни означала функцая $. 


Примпръ 2. 
эу эу : Е Е 2х 
ЗЕ эу 2 жа 


‚ах ду 92 .2. ЧУ 


х -У -2 2х 
Имземъ 
4. 
ак х4у + удх = 0, 
х у 


4(ху) = 0, фа = жу = С:; 
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‚далзе 


откуда 


Для составлен1я 3-го интеграла зд%сь неудобно прим®нить 
способъ производивхъ отношен!й, указанный въ примёр® 1. Взявъ 
пропорц1ю 


4х _ 2.9% 
ких 2х” 

находимъ 
47 = Е 9х, 


2 


Воспользуемся найденными уже интегралами, Чтобы выразить 
всю правую часть черезъ одну букву х. Веремъ хз = С», сат- 
куда 


и получаемъ 


9 = 


откуда 
2 
у < = С. ; 
2 


вводя сюда снова С, = х2, находимъ трет1й интегралъ 


Общзй интегралъ предложеннаго уравнен1я будетъ 


фэ = фа, 92) 
или х 
У = /з+ «ху, хз). 
Рровпрка: 
эу 1 ' ' 
хе = ыы + .у+6, - 8 Хх 
ЗУ 


| 


+. х. у 


ва 


Иногда требуется найти не общ1й ивтегралъ”линейнаго упав- 
вен1я съ частными производными 1-го порядка, састакое частное 
рёшен1е его, каторое удовлетворяло бы сл$дующему услов1ю: при 
%1 = а найденное рёшене У(х,, х., .,. х:) должно обращать- 
ся въ заранзе данную фунзкп1ю стъ букв х:, хо, ... Х-а, Н8- 
примёръ: 

У = @х., хь ... ж-). 


„Для нахохденая такого рёшеная проще всего поступить такъ: 
выписать в чезазвисиыыхь интеграловъ системы (2'), присоеди- 


вить къ нимъ условныя уравнен!я: 
хата, У = ы(хь, Ха, «5. Хуа) 


и изъ полученной системы (1*2) уравненай 


Фа(хХа, Ха, -.. Ха» У). = С: 
Ф2(х:, Х», ... Жи, №). = С» 
Фи а» Же, .-- Жи» №) = Са 
жа 

У = жар кар аа: ЖЕ) 


исклычить (0+1) букв Х:, х», ... хг, У. Результатъ исклю- 


‚чен1я дастъ ту спепзальную зависимость между ‘С, ‘С, -.- Си. 
#(Сь, С», ... Сш)- = 0, 


каторая ‘должна ‚существовать для вьполнен1я заданньхь услоавай. 
„Вводя сюда выёсто С,, С», ... С, ихъ выраженая фл, Ф», .... 
Фш, получим искомое частное рзшенфе для У ‘изъ уравненя - 


9(ф:, Фа, -.. Ш] = 9. 


Если сФакой вопросъ ставится для уравненфя без посяёдняго 
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‚члена (случай 1-Е) 


- 9 - Ээ - 
Жи — 2 — нае бе =“ 
* эх, * эх, >: “вх о, 
то м5 уожемъ разсматривать это уравнев1е какъ частный случай 
общаго упавнен1я съ послзднимъ членомъ (случай 2-ой) при Х= 0 
и написать систему не (2) съ (:-1) уравнен1ями, ‘са систему 
(2) съ ш ураввев:ями 


ах: _ ь. 
Х: 


откуда найдемъ всегда интегралъ У = С», и еще (1-1) другихъ_ 


везависимыхь интеграловъ ф:, Ф», ... 9... Дальше уже посту- 
- паемъ, `какъ выше указано, т.е. изъ системь (1+2) уравненай 


9 = С 

9.2 = Сь 

1-1 = №: 

У = С 

х = а 

Я = мхь, хь, -.. Бы 


всключаемь (1+1) буквъ х,, ... Ху» У в ополучаемь зависи- 
мость 


с. =. о 


сткуда получается челаемое частное рзшен1е 


У = (Фь, Фа». Зея 


Примпръ 1. Для уравнев1я 


разсмотрённаго выше, кайти такое частное рвшен1е, чтобь выхо- 


дило при 2=1 
= 3 + 1 
х? у" 


ыы 2 


= 573; 


МБ видзли, что три независимёхь интеграла дла этого 
чая бали 
ху = С,, ха = С., у-= = С.. 
Составляемъ систему 
ху = С, 
хв = (4, 
х 
у- Е = С. 
2=1 
В. 
х* 1 у 
и исключаемъ изъ вея х, у, 2, У. 
Имвемъ 
Е х = 0,, 
в ыы бь 
а 
с» (в. 308 
и зеперь, подставлая эти значен1я въ уравнен1е 
у-=- = б., 
2 
находимъ 
3 30% 
+ - 6. =. 5, 
2 с: 
Подставляя сюда 
С: - 29, бьет 0, = 1-%, 
получеемъ искомое частное рёшене: 
х 1 $ 
Ум - = Ее 
х у 
2 
т.-% а а 
о у" 


Дай ствительно, при 2 = 1 отсюда выходатъ 


слу- 


У = х+ ей а -х = Е + Е я 
Е х2 у 


Се > м о 
У эх зу 7 


‘чтобы при х= а выходило 
а = 8 


Геометрически эта задача имфетъ слЗдующее значен1е: найти 


‘такую поверхность вращен1я около оси 2-овъ, которая проходить 
‚черезъ кривую: ы 


Здвсь интегралы будутъ 
о сы с, 2 = С.. 


Фоставляемъ систему 


у ояниСа 
2=0, 

х=а 

у" ‚+ 2* г и. 


и исключаемъ буквы х, У, .2. 
Имземъ 


Отсюда 


хе +. - а + = В: 


Искомая поверхность есть сфера 


к у',+ =? ЕН 
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Опредьлентя и основныя твофемы. 


ща 1. Везконечнымь рядомъ назвнается безкснечная 
посаздовательность чиселъ, составляемыхь по опредёлевному за- 
ОУ. * 

Радъ опредфляется обькновенно задан1емъ общазо члена Чо въ 
ВВдЁ ФункО1И СтЪ а, напримфръ, при 


71 
Ча 7 —& 
Г 
имземф рядъ 
па оч он ро НИИ 
826 2. = —& ОА ры 
а; а 
ази при 
в Зв х 
Ч = Хх .34а —== 
уз 
п.х к.х ы 
и: = х. 310-19 = Зи — и 1. д. 
. ЕЕ уз 


Опредьленфе 2. Рядъ называется сходящимся, если существу- 
етъ предёль сумыв 


Зо = о 5: 65.4... *- ца +... 


мари шп = *. 
Этоть предфль 
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1ред. Зи= 5 
= 


назьнается сумиою яда, причемъ ливутъ 


= +... Щи... 


Опредвленфе 3. Радъ называется ресходящимся, если не суще- 
ствуетъь опредзленнаго предёла для 5, при п= ®. : 
Причина атсутств1я опредвленнаго предёла можетъ бить двоя- 
кая: 1) предвль 5, можеть зависвть отъ закона возрастан1я в, 
напр. рядъ,. въ которомъ 
„№. = 0; ца = (-1) или п НИ 


расходящ1йся, такъ какъ члень этого ряда будутъ г 


0,--`1, .+- 1, - 1; 4-1, 4... 


и сумма 
0, еголи П четное 
а = 
-1, если п нечетнов. 
Поэтому 
5 = 1269. 5, =0, вели п всезда четнов 
п=е 2 
$ = 12ред. 5. =-1, ебли всезда неченнов 
15% 


и слздовательно 5$ зависить сотъ закона возрастануя п. 
2) Предёлъ 


т.е. Зи ‘растетъ вмёст8 съ п и можеть превзойти любое боль- 
шое число. 


. з 
Примъфъ. Вармоническ1й рядъ съ общимъ членомъ мр = №: 


о маса 
1, 4, №; Л Л. аи 


расходящайся. к 
Въ вамомъ дёлв, положивь п= 2); ‘разсистримъ сумму Зи, 
этого ряда,. соединивъ члены въ группь слздующимъ образомъ 


За = де) м 
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ЖЬ Фей 7.) эк» 8 7 + 257: В 
ее... и 


`Замвнииъ теперь кахдьй членъ общихь скобокъ поолёднимь‘на- 
именьшимъ членомъ 1урк, атчего сумма этихъ членовъь сдвлазтся 


ньше; ‘такъ какъ Число членовъ, стоящихь въ общихь скобках, 
но ° 2К-*, то наша сумы будетъ равна посл8 замёны 


д 1 
ыы 
И 2: з 15 Е 
довательно, до замВнд эта сумма .> /,. . р 


` Замётивъ, 970 вс® скобки получаются изъ общихъ скобокъ зё- 
оЮ К на 2, 3, 4 ист.д., мн можемь написать 


к-з 
Се ЗЕ: 2 к 
вет > 1%. 


@тсюда видно, что при достаточно. большомъ п`зсумма Зв ма- 
ъ быть сколь угодно бсльшоя, напр., чт0бь 5, бьла> 1000, 
остаточно взять 

К 
Е: Иры 5 > 1009 
й слъдовательно ; 
К > 1998. 


Положивъ К = 2000, найдемъ, что число членовъ ряде бу- 
ъ ® $ 
в= ноя 


Логарифмируя, находимъ: 


и 


1я а = 2000.0,30103 = 602,06, ; 


.е. число п содерхжитт 603 цифр. 


Основныя теореиы. 


Если рядъ съ общимъ членомт и,  сходящ1йся, то.при доста- 


ВЫСЯАЯ ИАТВИАТИКА". Проф. 4. 4. Али ОВБ. у ы Лисшъ 37. 


Нее 


очно большомь п и при вовхь положительньхь ш можно сдвлать 


Зозш - 81| <“ ® 


гдё е число сколь угодно малое; обратно, если это условёе вы- 
полнено, то рядъ сходящуйся. 


Дсказательство. Прямая творена. Такъ какъ данный рядъ.схоа- 
дяц1йся, то при достаточно большомъ п, прип = и, члены ря- 
да 


< 5 
Зо» Зо+а» Зоне» +. .*[ За+0 


имфюцаго предёломъ $5, будутъ сколь угодно мъло отличаться отъ 
5. Отсюда избемъ при п по: 


г 
-5 < - 
[3-3 : 
& слздовательно и подавно 
= 
-3| <-. 
| 0+0 | г. 
Такъ какъ разность Бр+в- 50, можно представить въ вид 
Заза - За = (Зачи- 8) = (31-3), 


о, переходя къ абсолютнымь значен1ямъ, мы можемъ утверждать, 
Что абсолютное значен1е разности Бур - д #6 больше суммы 
‘абсолютныхь значен1й разностей (3+5) и (5-5), т.е. 
в в 
“ < 
[Вонг Зо | 2 [ог * [35-8 < 5% яв, 
Что и требовалось доказать. 


Обратная пеофема. Требуется доказать, что рядъ сходящ1йся, 
если, взявъ произвольное малое положительно число @, мБ има- 
жемъ подобрать по. акимъ образомъ, что при всвхъ положитель- 
нБхЪ п будемъ имёть 


< и < 
Зпо+ш по: Е. 


Доксзатальство. Ймфемъ пс предположению при всёхь в> 0 


=. < < + 


з 5. © 
Зао+а - Зшо ве 
Прибавивъ кс всвмъ членамъ неравенства За,» ‚получимъ 


Зое -ех За +а < Зи +. =. 


221979. 


Лакъ какъ это неравенство справедливо при всЪхъ положитель- 
ых Ш, .т0 можно написать 


За». - ® 2 100. Зили= 8 3 Зы +а. 


Отсюда видно, что 

1°-8.- число конечное, 

2°- 3, въ виду произвольности ©, можеть быть вычислено 
съ любою степенью точности, такъ какъ для него намъ извёстны 
два пред8ла 


висш:1 предьль - За +е 


нисш+й предьлъь — Зпо -е, 


разность между которыми = сколь угодно мала. Итакъ сумма 5 
можеть быть вьчислена съ любою точностью, сл®довательно она су- 
цествуетъ, хгкт опредзленное число, и данный рядъ сходящуйся. 


Слпдстефе. Замзтивъ, 410 при ш= 1 
Зач ^ 30 7 Ч 
на основан1и предьдущей теоремк можно сказать, что необходимое 
(но недостаточное) услов1е сходимости ряда заключается въ ‚томъ, 
чтобы 
на] <= при п, 
или чтобы 
пред. ци = 0. 
15 
Что это услов1е только необходимое, но недостатачное, вид- 
но изъ сл®дующаго примёра. Гарыоническ1й рядь имзетъ общай 


‚членъ р 


й 3 
И = № 
и предёль 
м Эд 0, 
\\ 1=° 


но атотъ рядъ расходящёйся. 

Достаточнымь условаемъ, согласно основной теорем, являет- 
.ся 10, ЧТОбБ сумма каното узодно числа членовъ, начиная съ 
Ч 0+:, При п ‘достаточно большомъ, могла бать сдфлана сколь 
угодно малой, т.е. должно существовать неравенство 


= 580 :- 


оао Ща < 


при любонъ п> 0, или 


ПВ | Бана оао д], = 03 
= 


1+0=> 


$ 2. 
Ряды знакопервипнныв. 


Опредвлен1в. Знакоперем8знкмь рядомъ называется рядф вида 
|. 
С 
въ которомъ чисяа цо, ць, ц», ... Ц) ВСЁ положительныя. 


Теорема. Знакоперем&нный радъ оказьвается сходящиыся, если 
1) члены его убнваютъ во численной величин, т.е. 


9-: ” Ш 
# 2) если 
пред. ци = 0. 
п== 
Разсматримъ разность 


-б+а 0+2 1+0 
Бозе = З5= (-1); оао. НСО. вые 


0+а п 
(В ны 
ГдЁ Е 
а 
Тори = Ча, - Чон * Чана - +... * СП Шо. 
Докажеыъ 1), что Т - число положительное. Имземъ при ш 
четномъ: ы 


То = (орт бона) + Сань бана)... * (ана Чон) 
при < нечетномв: 
То. Аемааь). + бон. 
+` 


222-* (Чаде Е) 


+ 


= 591: 


„Въ томъ и другомъ случа Т представляетъ собою сумму поа- 
ложительныхъ чиселъ въ силу услов1я, что 


> 


Чиа Мо» 


и въ силу того, что всВ члены > 0, :а слёдонательно и стдёльно 
стоящ1й зленъ 
“лю > 0. 
Йтакъ, мы доказали, что Т>О0. 
2) Докажемъ теперь, что Т < Чр+:; иыфемь при ш четномъ; 
т О 
при ш вечетномъ: 
т о. - а, Ш)... - неа аныл 


Такъ какъ из ц„., вычитаются положительныя числа,то от- 
сюда сл$дуетъ, что 
2 уз 


и, соединяя оба неравенства: Ао < ч < 91+, мОожЖемъ  напи- 


сать и. 
Т = ГР гда 0< См Т: 


Итакъ имвемъ 


Зав - Зв = с“. о 
откуда 
1ред. |Зп+ш- Зн| = 1ред. мне о 
рее пе 
>0 


(10 2-му услов1ю теорем); согласно основной ‘теоремё заклича- 
еыъ, что рядъ сходящайся. 


Зампчан1в. Йзъ предкдущей ‘теоремы имземъ 
<: О+з 
В а 


`Оставляя п безъ перем$нь и увеличивая ш безпредёльно, 
находимъ 


ь а+а ей 
100. Зыш 2, 5. =. Ва + (-10-..: ара» 
п+1=° ы 


Гд8 ОПЯТЬ 
р ок и 1 
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Отсюда слёдуетЪъ, что если при вычислен1и сумыы знакопере-- 
ыфннаго ряда мв принимаемъ зг истинное значен1е ея сумму 


в 
За = ш-- п: р -щ*... 4 (-П-щ, 
то мы двлаемъ сшибку, равную 
2+3 
(-1) а, 


которая имзетъ знакъ перваго отброшеннаго члена и по ‘абсолит- 
ному значен1ю меньше его; напримёръ, дант рядз: 


Е ИИ 


этатъ рядъ сходящ1йся, такь какъ онъ знакоперемённьй и 1) ‘чле- 
ны его убынаютъ, 2) 


Бели принять 


а з, 1 а 
38:2 = 1- АИ А- А + А 


зэ 


‚то ошибка будетъ отрипательнаго знака, ‘т.е. пркницаеное значе- 


ве больше истиннаго, и по абсолютному знзаченаю ошибка < 1,100. 


$ 3. 
Ряды абсолютно и неабсолютно сходящзеся. 


Опредтвленте. Рядъ назьвается ‘абсолютно сходящимся, если не 
только самы онъ сходящайся, но и рядъ абсолютныхь значен1й его 
членовъ 


[ао] ь |аьь [аерь [ще] +... | 
- сходящайся. 
Рядъ называется неабсолюйно сходящиися, если самъ онъ сха- 


дян+йся, но рядъ абсолютндхь значев1й его членовъ расходящайся. 
Ваприм%ръ, рядъ, вЕводимыБЙ изъ разложен1я 


= 5835- 


при х=--1, ‘абсолютно сходящ1йся, такъ какъ не только самь овъ 
сходящ4йся: 


1 1 1 1 
1 + И 
1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 
и имветъ суммою 
-а а 
е = №, 


нс и рядъ абсолютныхь значенай 


1 1 1 1 


ты Зе виее Зы 
1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 
схолящ1йся и иметь суммою е. 
Примёромъ неабсолютно  сходящагося ряда можетъ служить радъ 


АЕ ДьА = 


1ы$ющ1й сучысю 1& 2, ‘тогда накъ рядъ абсолитныхь значен1й его 


здеЕСВЪ ы = 


1 з. 
1% А-..... 
(гармоническ1й) есть расходян1йся рядъ. 


*Зампчанфе. Если вс® члень ‘ряде положительнь (или вообще од- 
вого знака), то онъ можеть быть или ‘абсолютно сходащиися, или 
расходяцимся. 'Всли члены ряда разныхъ знаковъ, то онъ можеть 
принадлежать къ одной изъ 3-хъ категор1й, ‘т.е. бБть ‘абсолютно 
сходящимся, или расходящимися или неабсолютно сходящимся. 


$ 4. 
Первый и второй признаки абсолютной сходимости ряда. 


Теофема. Если рядъ У; сабсолютно сходящайся и при п 2 п». 
оказывается 


< 
[а = [5], 
то и рядъ Чи будетъ абсолютно зходящимся. 


Доказательство. По услов1ю ряде 


58а 


гв 23 


Тур» ААВ [мз|, [м] .... [ча 
сходящайся. Тогда не основан1и теоремы ныЁенмъ 
[Уаз] + [бана * [Ушж»| *... + [она ЕВ 
при всякомъ положительясиь в и при п = По... 
Зтобь доказать, что рядъ 
ТУ ОЕ 
сходящйся, нужно въ силу обратвой основной теоремы доказать, 
что при п = 1. сумме Р 
[Зо] :: ао+з| а |абна] 
- сколь угодно ‘Мада. ' 
Изъ условуя УЗ Уг 
: | 5 [а 


ясво, что 


и < 
ана ы ош» | $1: * [зона] ы 


: ар [оч Нет [Удаш [< 08 


а потому рядъ и; абсолютно сходядайся. ь АЕ 


Слидств1е 1-0е. Если при п и.- оказквается численное зна- 


чен1е стношен1я 
9043 


и. т 
Чт 


то радъ а; ‘абсолютно сходящ!йся. 
Доказательство. Пусть при. п = по 
| || Зов 
отсюда сльдуетъ: 
ИЯ $ к. |9, = 83. ва| 
р бан 2 


= 585 = 


‹ Г: 

| аачю| Ё К. 

Въ правой части мы имземъ рядъ: 
а, К Ка +... + К] 


.съ общимъ членомъ Ка ча. 34%сь и; :- постоянный множитель, ‘а 
въ скобкахъ сходящ1йся рядъ, ибо это геометрическая прогресс1я 
съ знаменателемъь К, < 1. Оказвьвается такимъ образомф, что об- 
щ1й члень нашего ряда |цп+ш! при 0 2 00. остается меньше об- 
цаго члена абсолютно сходящагося ряда. По предыдущей теорем& 
радъ и, ‘абсолютно сходящайся. 


1-ый признак® абсолютчой сходимости (признакъ д'’Аламбера). 
Если предёлъ атношен1я 


р 
пред. |-043 Кое а: 
п== |’ Ча 


то радь в; абсолютно сходящ1йся. Въ самомъ дёлё, при; п 2 ва 
ШБ будемъ пыЕТЬ 


потому что, какъ бы ни было К близво къ 1, но такъ какъ оно 
постоянное число, то всегда возможно, распоряжаясь по, взять 
= Столь ИаЛЬМЪ, Чтоб и К +Е бло < 1. Бъ силу предыдуща- 
го следств1я, радъ и, абсолютно сходящуйся. 


Примпръ 1. Изсльдовать сходииссть ряда 


а 


^ 
, = "ул |8 И 
й 1а.40%% 
Бапишемь 0+1 злезь ряда и найдемъ отношен1е 5.2 
р 
| 
| х 
[10+ бп+1 
Я р+з х 
НЕО арт 
ца 8475 
4 + > аль ы 
Взявт ‘абсолютное значен1е этого соатношен1я, найдемъ 
9+ = 0 
ЗЕ 


586. 


при всякомъ заданном |х|. Здёсь 
К=0<1 
-- рядъ и, абсолютно сходящ1йся при всякомъ х. 


Прииъьъ 2. Кант рядъ 


Имземъ: 


атсюда 


При |х| <1 -- рядъ абсолетно сходящайся. 


Слтдств+в 2. Если при п*2 по оказывается 


и = 
Узы С Ь 


то радъ и;„ сабсолютно сходящйся. 
О 


‚Возведя об части неравенства вЪ п.- степень, будемъ имёть 
при п? в 
< О 
|| =” бе 
-Рядъ 1, К:, К. ... :- геометрическая прогресо1я со знаме- 
нателемь К, < 1, и слёдовательно этатъ рядъ сходящёйся.По те- 
орем% $ 4 рядъ ид Также абсолютно сходящ1йся. 


2-ой признакъ абсолюаной сходимости. (признакъ Коши). 
Если 
п 
пред. Ум = К<Ь 
п== 
ло рядъ и; абсолютно сходящёйся. 
Для доказательства зам тиытъ, что при Ш 2 По. ДОЛЖНО быть 


ЕР 
Из $ в+е-твсхь 


= 587: = 


‚такъ какъ при достатачно большихь п можно ачизать © столь 
мальмъ, Что будетъ 
„Кв = К, <21, 


какъ бы К ни бло близко къ 1. 
„Въ силу слёдствая 2-го рядъ и) сабсолютно сходящ1йся. 


Лримьръ. Найти, при какихъ положительныхе значен1яхь х рядъ 


ана ПХ 
Я 


оказывается сходящимся. 
По 2-му признаку имземъ 


| - п-т 
140 = я. 
пред, ны = 

п 


такъ какъ изъ разложен1я е*: 


2 з 
х х . 
2 = ее ри 


1.2 ^1:8.3 


ВИДНО, ЧТО х 
е.>х при х>.9. 


Данньй рядъ сходящ1йся при всякомъ положительномъ $. — 


$5. 


?вофема Коши-Ианлорвна. Третий ‘признакъ абсолютной 


сходихости. 


Теофвма Еоши-Каклофена. Если при п 2 по можно представить. 
зленк рядг положительньхт убьЕающихь чиселъ (въ силу сл®дствуя 
основной теоремк $ 1 убыван1е членовъ есть необходимое услов1е 
сходимости), какъ частныя значен1я нёкоторой положительной убк- 


вакщей функши Ё(х): 
м (ь 


то рядъ и, оказывается абсолютно сходящимся, если интеграль 


в 


пов 
в Р(х)ах 
Цо 


иметь конечный предзлъ при 1 = °; напротивъ рядъ ма оказд- 
вается расходящимся, если упомянутьй ивтегралъ растетъ безпре- 


ДВльно выёст® съ шп. 


Доказашельсиво. Опредзленный интегралъ 


По Э=-+ 
Р(ж)ах = пред. 5 Р(по*).Ах)Ах, 
в 9=0 и 


ю 
гдз 
(+1). - № _ 1 


ре 


=. Ах. 


Такъ какъ Р(х). положительная убывающая функшя, то 
слагаемвя суммы 


Р( по. + ).Ах) 
будуть больше, ч%ыъЪ 
Е(по- + 1) 
и меньше, чфыъ 
Р(пе). 


Поэтому ыы можемъ написать, ‚что 


По+4 
Е(05.).. Ах > Я Р(х)ах > #(#1). 24х, 
По 
причемъ 
24х = 1. 


Зам®тивъ, ‚Что по нашимъ обозначен1ямъ 
Со) = Ча, 
Р(п41). = Мп, +1 


можемъ написать предыдущее неравенство въ вид® 


По+1 
чп >] Р(х)ах > + 
$ 


Далфе, подобнвмъ же образомъ ваходныъ 


ы *. Во+2 - 
Яра >] Е(х)ах > Проза ит. д. 


По+а 


во 


= 589 22 


наконецъ, дойдемъ до 


*По+1 
розы ./ в(х)ах > Чаи: 


По#1- 2 
СложивЪ вс эти неравенства, получимъ 


0о+т 
ЕЕ $] х)ах > Зи - Зы, 
По 


по | 
и Р(х)ах 
по 


имЪетъ конечньй предёлъ, ‘то изъ предьдущаго находимъ 


по +0 
Е ‹] Р(х)ах, 


По. 


По+Ш 
Заза < За, .] #ках. 
Во, 


При 1 = ® имбемъ 
Зпо ./ Р(х)ах. 
По 


Предёль сумиБ ряда 5 существуетъ, такъ какъ перемённая 
За,+п, возрастая съ увеличен1емт числа членовт, остается мень- 4 
шв конечнаго предёла, и такимъ образомъ рядъ из :- ‘абсолютно 


сходящЕйся. 
Если же 
По#0 
] Р(х) ах 
По 


растетъ безпредёльно вм®стё съ ш, то беремъ неравенство 


По#й 
Зона > Зв ых Р(х) ах. 
0, 


о 


Если интегралъ 


ил 


$ 


При ш= * имфемъ 


3 = зщ. ./ Р(х)ах, 
: по- 


ны 
== 
и рядъ оказывается расходящимся. 
Примпръ 1. ИзслЪдуемъ сходимость ряда 
и, = т 
[] МУ: 
Ра 
Полохвмъ 


По = 1. 


Представивъ общ1й членъ ряда какъ функц1ю отЪ п, найдемъ 


а = (а) 


при 


Имземъ: 


. На основан1и теоремь Коши-Маклорена заключаем», что рядъ 
съ общимъ ‘членомъ 


ч/= — 


будетъ абсолютна сходящёйся при ц > 1 и расходящайся при | $1 
То же закличенфе приложимо къ ряду 


гд$ са постоянное число. 


Примпръ 2. Данъ -общ1й членъ ряда 


+ => 
(ода) 


В] = 


= 591: 


„Такъ какъ этотъ общ1й зленъ теряеть сыыоль ‘при По: = 1, (то 
Уно ПОЛОЖИТЬ -По- = 2. Можно принять 


ча = Р(о), 
Где 
о 
х(1одх)№ 


Замфчая, что 


при п > 1: с = 1 Е: 
=(1-1)(108х) |» (1-1) (1082): 
ь. ах = . (кон. число) 
— в при и = 1: [1оё-лоах ] = = 
. „ ж(1озх)" ы 


при ц < 1: [- а =—--- р =: 
(1) (1х) * |, 


закличаеиь, что рядъ абсолютно сходящ1йся при ц> 1, расходя- 
ийса вр 51. 


Трезза признакъ сходимости. Если 


пред. №. 2" | Бе. 


0=® 


н$которому конечному числу, то при в> 1 рядъ и, абсолютно 


сходящ1йся. 
Доказательство. Имфемъ при п > по 
ы < >. А: 
[40.0'| 5 де А. и ор < 2 


А 
При и> 1 рялъ съ общимъ членомъ т по прамёру Т-му 
оказывается сходящ1йся; слёдовательно и; будетъ также абсс- 
лютно сходящимся, согласно теорем $ 4. 


Примпр» 1. При какихъ значеняхь р рядъ.съ общимь членомъ 


в = “= 


будеть сходящимся? 
ЗамётивЪъ, что 


= 592:- 


представимт общ1й членъ ряда въ такомъ видё 


{22:8 р 
ЕЕ Уп п.х |Р 
уе = — 
ыы уп : 
уа 
откуда о 
Иа - в = [7 . [| +258 
ы › Ув 
Въ предёлф имфемь 
=ь: а 5 
и ва ]Р 
вред: ‘Ча-й " ^= “Раред. т (пя)? = (их)? = 
= а=о @“ 
По третьему признаку, рядъ ‘абсолютно сходящуйся при усло- 
ви 
р 
=> т 
откуда 
р > 2. 


Лримеръ 2. При какихъ значенаяхь! р рядъ 


: | х 
у ма. = 108” 8 + ЕЕ 


‘абсолютно сходящ1йся: 


ЗамвтивЪъ опять, что 


+ 
Пред. Е = 104е, 
в=о :: 


представимъ общ1й членъ ряда вЪ видё: 


105 [ет 


сткуда 


е а? Е мы 


-`й далзе „7жУ ак © ый ще 


ы рости рада фовжко бЪтЬ вы ВЕ услов1е 


|. 


ре Врь Е 


ый р 
с 2. 


Примьръ 3. ри какихъ значензяхь р рядъ’ съ общимъ чле- 
зомъ | 


В 2. 
х ? зы 
вы" я 7”: ,] т. 


Судетъ абсолютно сходяцимся. 
_ зашётивъ, что 


`` 
7. пред. | = 105а, 
у ь а=о в р 
представинъ чу въ вид : ие зао Е 
Ч п ыы 


- Рядъ абсолютно сходящ1йся при 
| 9 АН а - 
: я Е о ЕЕ 


Прфимпръ 4. тоя какомъ соотношен1и между числами а и ВБ 
рядъ у ие 


Ча 


ое ааа ааа а- = 


`"ВЫСЕАЯ ИАТЕИАТИКА". Проф. 4. 4. АВА. 
У 


фе чт 
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будетъ абсолютно сходящимся. 


З1па У и 1051 + А 


Разлагая 


‚въ ряды по степенямь У, имфецъ 


к а 1 1 1 
рат = ел ИВ 
в 20° 30° 
Рядъ не можетъ быть сходящимся, если 


фм 1 
ее 


такъ какъ тогда 


не нуль, 
пред. [аа | = Бал, 


.й рядъ будетъ расходящайся (сы. $ 7). Поэтому 


я ‘тогда 
пред. |40.0*|° = | 


рядь абсолютно сходящайся. 
Пфихюръ 5. При какомъ соотношен1и мехду а и ЬБ рядъ 


а „/-— 
= а - Потоки" 


ча 


‘абсолютно сходящ1йся. р. 
Разлагая въ рядъ по степенямъ л, имземт 


7 * 
ет = в.[1** ] НЗ Е а з 
п? п" 0 


а 
г :.| 2 7 
2 Е п |: 

ы $ [-]- =. о, 

МЕ 302 

Для сходимости ряда должно бЕТЬ 
2, 
а = /ь, 
5 будетъ 


и ‘тогда при произвольномъ 
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Пред. | . о*| ы Е |, 


радъ ‘абсолютно сходящёйся. 


$ в. 
Лризнакъ Гаусса для абсолютной сходимости ‘ряда. 


?ворема. Если при п* 15 оказывается 


Ув 


Уп+а 


о: 
Чп+ь 


и рядъ у, абсолютно сходящайся, то и рядъ и) ‘абсолютно сха- 
Еза1Йся. 


Доказательство. По услов1ю при п > по имёемъ 


а : 
В+ 5 | м 
Уп+а Ур 
30+ Г р 
Ур+е Уп+а 
и и 
0+3 0+2 в 
ваний тер а ит. д. 
Уп+з Уп+2 
вообще 
а . 
+ 
—1+9 в: 
Уп+ш 


Изъ послздняго неравенства выходить 


* 
[очи С. [Ушжа 


Но ‘рядъ Уп+: абсолютно сходящ1йся; слъдовательно, по теа- 
рем$ $ 4 и рядъ и; :- ‘абсолютно сходящ!йся. 


Слпдствфв. Если при п > 1. оказывается 


авы ь 


то рядъ и, ‘абсолютнс сходящайся. 
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Доказатвльсиво. Изъ поставленнаго услав1я имфемъ 


и. 
Е 
аа п 


Сравнимъ рядъ ип съ рядомъ 


которБЙ при ц>. 1 ‘абсолютно сходящ1йся. Для этого ряда им#- 
еиъ 


(п +1)" 
Жо 


(лан, ду в а 


; 


и 
причемъ 5 означаетъ нёкоторое положительное ‚число (при в > 
1), какъ легко уб®диться, разлагая 
а 
` (1+ ЖЕ 


по биному Ньютона; при достаточно большихь п можно сдФлать 
5° столь МЭлЬЫЪ, Чтоб м оставалось > 1, но чтобы 


и + 58° :< К,, 
какь бы ни было К. близко къ 1. Тогда получимъ 


Бо 


Ч п+а 


2 
2 1+ аа 2+ Ве 
Г в. 


По предидущей теорем рядъ и; ‘абсолютно сходян1йся, такъ 
какъ рядъ У, абеолютно сходящайся. 


Признак Гаусса. Если 


Пред.- 


= 


10 рядъ ‘абсолютно сходящайся. 


Доказалельсяво. При п* по. ‘имземъ 


лакъ какъ = при’ ‘достаточно большомъ можно сдфлать столь 
мальле, чтобы разность К —® была больше 1, какъ бы К ни б5- 


ы. -- 597 :- 


з ыы 
до близко къ 1; на основан1и предыдущаго слёдствзя заключаемь, 
что рядъ 491 ‘абоолютно сходящаися. 


Шримьръ Е. При какихъ зназенцяхь р рядъ 


= Р(р-Ь.:.. фа 1 
в 22.35.45 в ‘в+1 


сходян1й ся? $ 
Фестазазт (1+1)-5й членъ ряда: 


р-:0| п. р-п 
и ао: д. = 
п+а Е ее В +2 
демъ отношен1е 
а а 
Ча р-в | 


Абсолютное значенйе этого отношен1я будеть , 


Для сходимости ряда необходимо, чтобы было . 
2.+.р> 1, р >.- 1. 

Примпръ 2. Гауссъ ввелъ въ разсмстр%н1е такт называемый ги- 

пергеонетрическ1й рядъ 


а.В 9 &( +1 )-.В(В+1)- 2 


1 ое паи еее + 
. . «5 и-е 
‚ 981). аеер ан (8+1) п 
1.2... в.1(1+1)..... Нет. ие 


рить въ. `дёбв. ^ кант ‘частные “случаи, бойвшй вт ство изъ 
наиболте извьстныхь разложении ый при 8 = у получается 


разложене › 
вые 
а-х“ 
и:1. п.). 
Этатъ рядъ съ общимъ ‚членомъ: 


при |1х| < 1 будетъ абсолютно сходящиися по признаку -д' Алам - 
бера, такъ какъ 
(аа) .(В+п) 


Чиа чаи). ^ 
и $, 8 
пред, Маз Пред. а п) .(1+ №). 1х = 1хЁ. 
п=* | в (1+ т. (1+ %).. 


При |х| = 1 примвняемъ способз Гаусса и составляемъ 


Ч |. (0+1). (п+у) 
ое ыы зна :] 


авы 


а+ж%.а + о). 


такъ какъ предёлъ правой части при п = ® будетъ 


0*+. в(у+1).+у-0* 


(п+а)..( 


у.+1-&-В, 
то услов1е ‘абсолютной сходимости заключается въ неравенств 
у+1-&-ВвВ>0, 
или 
у > а +В. 


81. 


` 


Признаки росходимости рядовъ, составленных ‘изъ поло-. 
житвльныхъ чиселъ. 


Теорема. Боли рядъ *„ ст положительциии членами расходн- 


щ1йся, и для другого рада и; при п 2 щ. оказьвается 
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> 
ча = У, 


зо и рядъ ы расходящ!йся. 


'Доказательство. По условёю теоремы при п 2 ш и при вся- 
ком ш> 0 выхОодИтТЪ 


+ 


> 
Яру: * Чуа > * Чаю = Ура * Уд *.., + Упч, 


но ‘такъ какъ рядъ У; расходящайся, то сумма 


+ 


Уцна + 9 .. -* Уи 


доляна расти безпредвльно вмёст$ съ ш, слФдовательно и сумма 


+ 


й =. & , 
Пра + --- Вю = Эн“ 8 


будетъ обладать тзыъ же свойствомъ, и рядъ 4; будетъ расха- 
'дящимся. 


Дризнакъ 1. Если 


а 
пред. [3 =: 405% 
= | Ма 


то рядъ: ии расходящ:йся. 
Асказотельство. Имвемъ при п * по 
Чо+: * 11.00 
“гда 1, =1- 2 можно считать > 1, стакъ какъ при достаточно 
большомь п числс Е сколь угодно мало), 
Е 
0+2 2. п+% 4 


э 
Ча» > 13.41 И. д 
зообае 
|# ш 
+ > 11.047 
20 раядъ 
1. 


есть расходящайся, такъ какъ представляеть гесмотричаскую про- 
гресс1ю съ знаменателемь > 1; сл»довательно и рядф чм, рас - 
зодяж1йся др тёорем8 этого $-а. 


Признакъ 2. Воли 


а ] 
вред. у“ Е 
= ыы В ; 
то ‘рядъ и, расходящ1йся. ©, фазах 
Въ самомъ дёлё, при 02 во Г 
` в 
67 1, Е 


гд8 1: =1-е и при достаточно ‚большомъ ‹п: 
1. >; 
ь следовательно, рядъ и) :- расхолящ1йся, по ‘теорем® этого $. 
Признакъ 3. Воли 


пред. (и. 1й) = А, 


рег вре 4486.2. 


‚числу конечному, и из 1, сто рядь из расходящуйся. 


че 


Дсказалельство. При п * во „нежно считать 


а 
в-0е = 4- = А), 
и. у 
Г : & 
95 = = С 
. Г . 
но рядъ съ общимъ членомъ 
з Аз 
8 ай 
$ } п 


будетъь при и5 1 ‘расходяциися ($5, по.1), сл®дователёно; 
рядъ а: у, ‘оудеть.расходащаися. 


Признак 4. Если у ы 


пред. [5 а” 
п= 
‘то рядъ и; расходящ1йся. + 
Если ы ыы 
р 
И рад. ее 3-9 
вы „о аа 
и 


я 
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(А конечное число, неравное 0), то рядъ и; ‘расходящайся. 


Предварительно докмажемъ, что если при п 2 пе 


м. 
ВО 
Ч п+а Уп+а 


и рядь уд -- расходящ1йся, то и рядъ Чл - ‘расходящуйся. Дй- 
‘слвительно, при п = во 


904 > 


== > = а 
Уп+:  Уй 
а Ва 
Уп+2  Уп+$ 


Ваш > Зач > 
‚ 
У У 
заакаес - й 1+4 |; 0+*0-3 
СЗ5УДа = 
>: 


Ча+т о+» 


. 
а такъ какъ рядъ у, расходащайся, то пс теорем въ начал $-а 
я радь и) расходящайся. 

Если намъ дано, что 


® а 
„ред. [4 —9- - 5] = 421 


0% 0+3 


то при достаточно большомь в (п 2 шв) можно считать 


5.5.46. За 1, 
сткуда 
Е Е 
+ в 
Для ряда 
Вы 1 
= 
о 
(при в < 1) имзеиъ 
Е з Го ( 
АЕ = Ь + »] = 1+ |9 ЕЕ . 3 та 
Уп+а С : о 1.2 = 5 


или 


такъ какъ членъ 
в(ы- 1) 


- 20 ‘при вх 4: 
21 


В 2 
здёсь число 6 положительно и сколь угодно малое при доста- 
тачно большихь п, Вьберемъ число п стакъ, чтобы 


н<Т и в- 5 >1:; 


тогдё 
5 и 
о я в. 
Ув+а в Чо+а 
т. е. 
Е 
9+3 Ув+а 


и такъ какъ рядъ У; - расходящайся, то и рядъ ч) :- расходя- 
щНся. 
Если намъ дано, что: 


Вред. «.[ =. ие 1] БА 
Чр+з 


то при достаточно большихь @а можно принять 


в. [5 а 1] 32+ = в, 
. бо+з Н 
откуда 
о а. 
Чп+а |: 
о. 1+- + ь ;. 
Яо+а п 02 
'Составимъ теперь.дая ряда 
1 
Иа (а>9) 
‚веражензе В 
а 
У + 0-я Е 
г: 


’ 


2 2 
= па. ] = НЕ 
Е р 


Ггд8 5* положательное ‚число, которое при достатачно больших 
п можеть бвть сколь угодно мальмъ. Выберемъь а стакъ, чтобы 


а +. 65° > Д;; 


тоРАа 
И ВВ 
Уц+з ы 5% Ч п+а 
откуда 
я 
В ы 
Чча Уп+а 


слвдавательно рядъ и): расходящ1йся, стакъ какъ рядъ 
расходящ1йся. 


Ув 


Двинтьъ 1. Доказать, что рядъ 


составленный изъ полохительныхь членовъ (=”0), расходащайся 
при х>1. 
Составивъ по первому признаку отношен1е 
0+* 
Ч 1+ х п 


р * ’ 
ру вх 0+1 


Првд. [Ро о 2 08 
0== | Чр 
Приитръ 2, Данъ рядъ я 
[- 
цу = | 3 
Хх 


при х>0. 

Доказать, что онъ расходящ1йся при всякомъ положительномъ 
х. 

Имземъ по второму признаку 


ред. 
1=ое 


‚что видно изъ разложен1я 


Рядъ расходяц1йся. 


Приипфь 3. Прискакахъ значен1яхь р рядъ 


расходящайся (х> 0)? 
ЗамётивЪъ, что 


340 и 
ред. Е. а: 
ред | & , 


9=о 


представимъ оби1й членъ ряда вт такомъ видь 


откуда ‘имбемъ 


й 
пред. (и). в’з) = (вх) = А. 
Ее 


Рядъ будет расходящуйся при 


2 = $ |1 маи при 2.5 3. 


расходящайся. 
Йыбемь: 


7 605 :- 


пред. п. “о | * 1] = З.+р. 
р 
При услов1и 


2+р < 1 маи р<-1 


рядъ будетъь расходящиися. 


$ 8. 


Ряды, члены которых суть функуфи отъ х. Равноипрная 
ь сходимость рядов. 


„Зленя ряда могутъ быть функц ями отъ- х, напримЁре: 


№0 = Фо(х) 
и: = 9а(х). 
40 = Фа(х).. 


Сумму (1+1) первьхь членавъ такого рядё будемь обозначать 
Фи(к). = о Фо(х). + 94 (х)- +... + фах 


сумыа остальныхъ членовъ ряда 
Фин (Х)- +, Эп+ё(Х). +... = Ва(х) 


называется осшатномъ ряда. 
Всля рядъ сходящуйся и | сумму %(х), сто 


%(х) = Ф1(х).* Ва(х).. 


Опредьленае. Радъ 
1 = Фы(х)- 
называется равномёрно сходяцимся въ данномъ процехутк® 
С, 
-если можно назначить такое ‘Число ‘ цо, счтобЕ при всёхь значе- 
в1яхь п 2 щ. было 
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[856%] < в, 


(гд8 = число сколь угодно малое), ‘наново бы ни былс значенае 
х, удовлетворяющее веравенству 


И В Г 


Прихеръ. Положимъ, что рядъ состоитъ изъ такихъ членовъь 


Фо(х). = п. $ + 
15+ 
фз(х). = Е .- =, из. 1. 
1.+-х 1 + 2х 
1 Е 
Фа(х) = = ——. 


1+ 0х* 14. (041) 


Сухма (1+1) счленовъ этогс ряда 


1 
а - 
1 + (0+1)х 
я 
2ред. &1(х) = 1 = %(х). при х3З0, 
п==> 
но сумиа ряда 
$(х) = (к). + Вх) 
откуда остатокъ ряда 
а: ЗВ 
1 +. (0+1)х 
Если число 
15: а, 
то 
ск 
14 (0+1)а 


Чтобк рядъ былъ равном$рно сходящимся пря |х| 2 а доста- 
точно сдвлать 


откуда Е 
Е < 1+ (ма; 


`. 


1% 2 а. 


Изъ выражен! п слёдуеть, что са не можеть бкть = 0. 
закъ изучаемьй рядъ можеть бьть равномфрно сходящимся только 
= оромежутк®& значен1й х, гдё не содержится х= 0. Такъ что 
промелутк& отъ:- 1 до + 1 онъ не будетъ равномпрно сходя- 
во просто сходящимся онъ остается, такъ какъ 


$(х). = 1 пра х не=о0, 
Ш СтАЕЗЬНО 
при х=0, $(0).=0. 


Тесфема 1. }ля того, чтобы составить рядр 91=$1(х), рав- 
Воыфрно сходяч1йся въ промехутк Я 


не хе, 


згтозно выбрать функц!ю 9,(х) стакъ, чтобы при 


аз х 


НА. 


Ё) 
существовало неравенство 


[рос] $ ||, 


у 
РАЁ Уп общ1й ‚членъ абсолютно сходящагося ряда, составленнаго 
22$ постоянныхъ (не зависящихь стъ х) чисел. 


Доказательство. Пусть остатокъ ряда будетъ 
Ва(х). = Фона(Х)- + Фоьг(Х)- +... 
Взяв$ абсолютныя значен1я членовъ, получимъ 


850%: 5 [ФО], [Вок 5 [Мн]: * 


— 608 - 


Е: =: Вы 50: 


п=« 
Такъ какъ рядт съ общимь членом у, по услов1ю сходящЕй- 
ся, то по ‘теорем $ 1 при; всяконф ш.> О должно бьть 
Зина — Зи < е. 


„Входить, что при вспх х въ промежуткё а 3 х 
остатокъ 


Ил 
5 


С =} в 


и сльдовательно, рядь ии равномёрно схсдящёйся 


Примпр». 
ЗС) 
В: 
ии = Е 


57 


При всёхь х оказывается 


и ‘такъ какъ рядъ у; ‘абсолютно сходящ1йся, то рядъ ии равна- 
м8рно сходящ1йся при всёхъ х. 


Слъдствае. сли рядъ, расположенный по плымъ подожитель- 
нвмъ степенямь перемённой х 


ао. + ах ,+ агх* + ах +.., + а,” 
оказывается ‘абсолютно сходащимоя при 
|| = 1, 
‚то онъ будетъ и равномёрно сходящныся 'при 


аа, # 


сл: лав м 
Доказательсиво. Общ1й членъ нашего ряда 
Г: 
а = ах, 
и его абсолютное значен1е 
И ча 15а 
[ло] т | о ха] С [ао . 


При .всхь ь 


= 609:- 


А 
- 


Г 
_ имземъ такимъ образомъ 


| пы 


в^ 


Уп» 


Гд8 ‚ д 
уд = [аа[1 

в представляеть рядт, состоящ{й‘изъ положительньхь чибель и по 
_Услов1ю теоремы ‘абсолютно сходящ1йся. По предыдущей теорем®, и, 
будеть равнсыёрно сходящимся при 


1х: 54. 
Йаприиръ, ‘ряды 5 
- ян нх-..., 
1,.4-х р 
г т о ОК 


ад И. 1. 123 В 
(+х”) 1+5х ча х сч а 


при `1х| < 1 абсолютно, а, слёдовательно, в равномёрно сходя- 
ц1еся. } р 


Фвофвис 2. Если вс члене ряда 
и». = Фо(х), из фа(х), о... Ша = Фа(х)» о... 
оказываются непрерывяыми функп1ями отъ х при 
азхзь 


= радъ равной®рно сходящуйся въ этомъ ‚промехутк®, то ‚его сумма 
$х) будетф нопрерывною функцьей стъ х въ этомъ промежутк®. 


Доказательство. Пусть 


Ф() = @(х)- +. Ва(х)- 
ври 


$(х+а) = Фаина) + Вобхна) 


па ааа аа ааа - 
у 


"ВЕСИАЯ НАТЕИАТИКА". Проф, 4. 4. АДАНОВЪ, Дистъ 39. 


22 610:* 


при 


Вычитая первое равечство изъ второго, получимъ 
Ф(хна) - &(х)- = [,(х+в)- Ф0(х)] + [В.(х+а) - Ер(х)] 
& ‘дадзе, беря абсолитныя значен!я, 
[в(к+ь) — &)] < | чб) $00 + [Вы бека)| + |З2Сх)|. 


-Вьбергм». п столь большимъ, чтобы оба остатка ряда были 
ё, : 
ЗАО 


[55 < жа 
[8Сека)] < й 


($то ‘возможно въ силу развномёрной сходимости ряда). Не изийняя 
п, выберем й столь иальмъ, Чтобы численное значен1е 


| в0(хжо) - 800) < %, 


‚Что вполн® возможнос, такъ какт $Ф,(х), представляя сумму ка- 
начнаго числа непрерьвиыхь функи1й,. сама есть непрерывная функ- 
ц1я отъ х. Тогла оказывается |$(х+й) - $(х)| < в, слт.е, $Ф(х). 
непрерьвная Тункшёя отф х. 


$ 3. 
Яниезрибсвав1е рядовъ. 


Теорема. Вели рядъ: 
Фо(х), Фа(х), Ф»2(х), ...... Фо(х)- 
окезызается равномёрно сходящимся при 
Е, 


и имвстз суммою &(х}, сто новьй раде 


х х х 
г ?о(х}ах, { фа (а, очый _( эс) ах, И 
а & 


а 


63: 
знведенный изъ прехняго почленнёмет интегрирован1емъ, оказьва- 
ется лекже равном®рно сходаящинсл при 


ах, 


\гдБ х -- верхнЙ предфль интеграла) и имфетъ суммою 


х 
У. $(х)чх. 
«а 


Короче, рядт можно почленно янтбгриронать, если онъ равно- 
м$рно сходящайся. 


Асказашальство. По услов1ю мы имфеиъ сумыу равномёрно схо- 


ращагося ряда въ промехутк8 аб хзь 


Ф(х). = @0(х). + Ва(х). = ; а +в (2). 
, в=0 


Ваявъ интеграль отъ обфихь частей равенства, получимт: 


х в х Вы 
и $(х)ах = Я 91 (х)ах к Векь Зы СВ 
а а=о®а ‚а ! 


= 


Обозначимь остатокъ новаго ряда зи 


х 
рых) и 81(х).. 
а 


Такъ какъ при вСЪхь х вф промезутк® оть а до ЬБ можно 
счатать > 


дая достаточно осльшого в, 10 абсолютное значен1е нваваро 


остатка будеть 
р а а х 

[р0(ж|: = Г В.С) ах +. [вабо[ах < ах = 
а а а 


х 
"Г 9х = в(хк-а) < в(о-а).. 
а 


Итакъ, мы получили: 


„А кеы = [бы] лены 


Пра вовхф я, удовлет воряющихь услов1ю 


оч 


5х, 


'2 потому изъ равенства (*) закличаеиъ, что рядъ съ общимъ чде- 


вомъ 
ох 
$$ ф(х)ах 
ое 


‚есть равномёрно сходящайся и имфетъ суммою 


|. х 
Г $(х)ах. 
а 


Слпдств1в. Рядъ, расположенный по цёльмъ положительнныыъ 
степенямъ х: ы 


2 з В А 
ао. + азх + агх + а5х + „г. ах + ..... 


можно пачленно интегрировать въ томъ промехуткв, гдё онъ абсо- 
лютно сходящайся. (Въ самомь дл, если“ряде абсолютно сходя- 
щайся, то по слЪдств1ю теоремы 1 $8 онъ и равномфрно сходящай- 
ся, ‹з по теорем8 $ 9 ейо мохно интегрировать. 


Заипчанзв. Всли при х = 6. рялъ Фа (х)- перестаетъ быть рав- 
номёрно сходящимся или дале дфлается расходящимся, но новый 


рядъ й 
® 
Ро фо(х) ах 
а 


остается равномёрно сходящимся, ‘то сумма его равна *“’ 


Ь 
р ЭХ &(х)ах, 
а 


Доказаявльство. Сумиа рядё 
- И 


К \ 
у 9в(х)ах 
а 
х 
у $(х) ах 
а 


при значензяхь х, сколь угодно близких къ Ь, а стакъ какъ 
при х= 6 этотъ рядъ остается равномёрно сходящиися и, слЪдо- 
вательно (по теорем 2 $8), суцма его есть непрерывная функцуя 


равра 


:- 618 — 


стъ х, то сумиа При х= Ь равна 


` 


х 56 
пред ы. Фак = $ Ф(х)ах. 
х=0 а а 


Приитръ 1. Данъ .рядъ 


а хо... 


абсолютно "сходящёйся при |х| < 1. 
Интегрируя его, находимъ 


х х х х 
Е Е. 108(1+х) р ах -Л ах + у х*ах + 

о 1+х о о о 
=>. | . 


и 


х 
х х х 
«ак Ч о ен... 
о 


Пра х=+ 1 первоначальный рядъ расходящ1йся, но новый 
2адз остается равном®рно сходящиися и при х = 1, сзакфкакъ его 
остатокъ, какъ остатокъ знакоперем&ннаго ряда, при О<хз 1, 
'будетъ: а 
Хх 
2%1 0.4.1 


А 
= 


[Вас | < 


= в предл при п = * ‹равенъ 0. 
Отсюда завлючаемь, чт0 сумма новаго ряда равна ‘10&2 при 
Хх =.+1, такъ 910 


а & з. а % 
1052 = 1-14 4- Да А - +... 


Примпръ 2. Данъ рядъ 


Е: 
— = нее -.... 
1+х 


Проинтегрируемъ его: 


х % х х ы Е 
у о агслих = ГИ ах -ЛХ хе Чх Л ах = 1: 
д ы о о о 


14» 
и : 
35 = > — > — > — +... 
3 5 га 


— в: 


Злоть радь сходящайсая при |«|. <. 1. : 
Если х= +1, то пеовопочальный рядъ расходящуйся, но рядъ 
диз агсфдк ипыфетт остатокъ при О <х< 1: 
20+э 


и^ 


х 


5 
[850 ы 20+3 ^ 21+3” 


слздовательнс, рядъ для агсфих иметь мёсто и при х=.+ 1, 
ще. 


п з, з з 
агс81 = = А - 


Прилир® 3. Проинтегрируемъ слёдующ1й рядъ 


Ни = 1+2 мое а 
та 2 2.4 2.4.8 


$: Ва у 1 
Ре ПАРОВ 4х >> 
у: 28 2 


3 7 


- 
2.4.8 ° 


.5 


+ 


+ 


х 
Я 


рядъ сходянайся при |х! < 1. 


$0. 
Дифзефенцирован{е рядовъ. 


ТРворема. Если радъ 
9х), Ф:(х), фэ(х), Фэ(х), .... Фо(х)-.... 


оказывается сходящимся при аЗх$Ь и имветъ сумыою $(х), 
тс новБЫЙ рядъ й ` 


оу а а и (Ь -е-а 


заводьиый изъ преязяго позленныхь дифференпированаемь, будетъ 
имать сумысю 


> 615 == 


$'(х}, 


если только этотъ новый 6яд% равномёрно сходящ1йся въ проме- 
жуткВ (а, 5).. 


'Доказашельство. Положим, что новый рядъ равноцйрно сходя- 
ц1йся въ промежутки ве 
и его сумма 

э(х). + 1): + 9а(х) +... +491 (х)-+ .... =. 9(х)5 
по предыдущему $59 его можно интегрировать, такъ что 


х ы х х Хх 
и. 9э(х)ах &{ Ф\(х)ах +... Г 9! («ах +... НА Ч(х)а^. 
а а 


а а 


„Выполняя интегрированйе въ лёвой частая, им\емъ 


[95 (х). - Ф(а)] + [9:(х). - 21(а)] +... + [92(х) - $(а)]+ 


х 
т = коз, 


что ьожно представить еще въ таксыъ вид: 


х 
Ф(х).- $(а). = т %(х)ах, 
а 


. 
такъ какт по услов1ю 
Фо(х). +. фа(х). + .... = $(х).. 
Отсюда дифференцирован1емъ находиме: 
$'(х). = Ч(х), 
т.е. сумма новаго ряда = проазводнсй отъ суммы первонёчальнего. 


Слидствав. Всли рядъ, расположенный по цёлымт положитель- 
выыъ степенаяие х 


Р п 
ъ 
Зо ах + ах к... ВЕ ыы. 


сказывается эбсолюгн. сходащимсая пра 


ис: в 


РЗ. 


вал 34»^ 


- 

о 
пслученный послёдовательнымъ 
“: - 


и имветь сумною Ф(х), сло ряд, 
дифферевцирован1емъ 


ых : 
а: +. 2агх + Заьх* +... +. падх * + 
будатъ ‘абсолютно сходящимся при 
> №5 вх к 


(равенства исключены!) и имзетъ сумыою функц!ю $'(х). 
„По услов1ю рядъ съ общимъ членомт ал = ах 
‚абсолютно сходящинся при 


сказывается 


олёдовательно, по ‘признаку д'Аламбера; должно быть при х= 1 


м а. + 
пред. [Ро = ‘вред. В ры 59, 
Чо ы] 
откуда 
Е к 
пред. |-0+3 =» 
. ап 1 


Обращаясь къ новому раду сз общимъ членомъ 


ь 0-з 
чи = вах *, 
и для него составляемъ отвошен1е 
Ч +з (1+1) 21+: Ы| 
м х. 
"Ча =: ап 
отсюда 
У п+ 20+ 3] 
пред. |1" = пред. |0. [| = к. . 
Ча п 1 


Ясно, что при |х| = 1, когда предфль К мозетъ быть 1, 
сходимость ряда сомнительна, но при 


1% $ 1-е, 


гд8 Е сколь угодно малое число, произведен1е 


можно считать меньше 1, хотя бы К = 1, и потому, 


по признаку 
д'’Вламбеуя, ковый ряду 


64: 


1-: 
Чая опах 


будеть абсолютно схолящимся. 


| Примтр%. Изъ рада 


| в 2 
| = хе + 


т Пи 
| абсолютно сходящагося при |х| < 1, почленнымь дифферевцира- 
занфемт выводимъ новые рядб : 


ее 2х + 3х2 + +... ва... 


== = 2.11% 3.2х + 4.352 +... * еж + 


вавве збосветно сходян:еся при |х| < 1. 


$ 15. 
Дьиствтя надъ ан сходящимися фядама. 


Рвофема 1. Сумиыа абсолютно сходящагося ряда не изы&няется 
Ерин перем%н® порядка его членовт. 


Доказательство. Пусть (пр ‘абсолютно сходящайся ряде и 


5 = оо ааа... № ВА 


сумма (0+1) первьхъ его [членовъ. 
Составимъ новый рядъ, чт отЪ прежняго ‘порядкомъ 
‘зденовъ, и разсматримъ сумму его первыхь р.+ 1 учленовъ 
| 


' 
Зр = щи... * м, 


оо а ль р ‘суть члены перваго ряда, но расположенные 
въ другомъ порядк%. з ы 
`Пуств, кром того, 


Зуи 2 № ма *... * бу 


:=16848 — 


будетъ суммою (0+0*1) членовъ пернаго ряда. 
Предположим р выбраннымъ такъ, что Зр содержить всъ 


члены и), коихъ значки 5 п, но не содерхить членовъ и), со 


значками = п+а. 


Если всв члены ряда 49, положительнь, то иифемъ очевидное 
веравенство 
Зр - За 3 Бри - За. 


, 
[Вр - 34]. 2 [Ви - 84] < ® 

такъ какъ рядъ ип ‘абсолютно сходящ1йся и всл®дств1е основной 

теоремы $ 1-го 


Отсюда 


| Зона 5 За] ыХ 
Теперь имземъ 
Ю 
ред. р = Пред, За ва, 
р== 0=* 
1.е. сумма че мёняется отЪ перестановка членсвъ. 
Если не вс члены ряда одного знака, то будемъ разсматри- 
вать рядъ |ир| и его сумму: 


Уз. = |5] + [| + [| ты | 


Для этого ряда выше доказано, что 


У - № $ 


(такъ какъ всЁ члены его полохительнв). Теперь имземв слздуя- 
цее неравенство 


[3» - 34]; 5 


сткуда 


- сумма зе изм$няется. 


Заипичанле. Всли рядъ не абсолютно сходящ1йся, то отъ изм%- 
нен1я порядка его членовъ онъ не только можеть изыфнить сумму, 
во даже изх сходящагося можетъ сдвлаться расходящинся. 


Пфинпр%. Положимъ, что первсначальный рядъ такой 


- 69 = 


1 1 Зы 2 1 
= + 
27 3 4 5 в 
и сумма его п первыхь членовъ $,. 
Составимъ новый рядъ 


[45-3] [22-2] : 
БЕ 7 д 9 аа 5 

Обозначииъ сумиу его р первыхъ членовъ черезъ Зв. Эти 
суммы можно представить иначе ‘а именно, для перваго, группи- 
руя члены по два, имземъ 


к 1 1 
ЕЕ" 
25 а (ани ФЁГ 


а для второгс ряда, группируя члены по три, имвемъ: 


С. & 1 1 

к > ив = а | 
д=а © (4)-3)° (44-07 (2) 

Составимь разность мезду аими 


' Ззк - Зак = А. 


(ак (кв °°”° (авий " 


„Въ правой части К чиселъ, и легко видФть, ‚что: 


к 


' Е 
г ыы © а <). 
(4к-1)# ЗЕ — Зак (2+ 


Отыётимъ три предположеная относительно и. 


в > 1 - первый рядъ абсолютно сходящ1йся ($5). При 
К = ® иыбемъ изъ (*): 


СЕ < с. < 
Пред. [> = 1ре9. Б3у - Пред. к ы 
а к к== 
р 
< пред Е вы ]. 
КЕ (ож) 


а`такт какь при > 1 крайне члены нергвенства обрзчанноя ВЪ 
Э для К= =, тб отсюда слздуеть, . что 


Вия не Е вы 


роет, 
л.е. сумма ряда не изм$няется. 
2. н<1 -- первьй радъ не ‘абсолютно сходящайся. Изъ (*) 
ваходимъ 
Зам > 


ЕЕ 
к 
и при К=* 


[2] 
1 
[< 
+ 
8 


откуда 


= = 
у.е. новый рядъ оказывается уже расходящимся. 
3’. в= 1. Для этого случая имземь изъ (*) при К=*® 
аа 


Легко показать, что въ этомъ случаз 5‘ = дз. Для атого 
соединимъ членк перваго ряда въ группы ‚по четыре. Тогда сумму 
его 54, можно будетъ представить въ такомъ вид®: 


ты [зна | 
К без. 9-8| 41-2. 4-1 490 


Вычитая ее изъ суммы Эк, получимз: 


к 2 1 х 
В 
В [ + -#] > 
и ола 
у К 
а [та а -Е] = 
= 49-3 4}-2 43-1 4) 3=21. 4)-2 4) 
1к 1 1 1 
вн | 
423 


Итакъ мы нашли, Что 
335 = Зы А Знк 
или въ предл при К = ®: 
= +в = И, 8. 


Написьвь тецерь самне ряды при | :`1, `будемь имбть 


1- 4+4 - АА - №... = до, 


з 4 з 3 з ы 
140- И До АТ. тона 


в 


Теофема 2. Сложенфе рядовъ. Если ряды 1; и У) сабсолют- 
но сходящфеся, то и новый рядъ 


Ма я Ча + Уп 
оказынается ‘абсолютно сходящимся и имзетъ суммою $ +. 5', гдё 
$ и $5' суммы рядавъ чо и м. 


Докажем, что рядъ и„ ‘абсолютно сходящёйся. Положимъ, что 
‚суммы (0+1) первыхъ членовъ: 


ряда 11... . В Чо: +0: + .... + Ча 


„+ : 
Уо. 7%.+: -... + Уп 


О 
и 


Мо И: 1,2... + М, 


составимъ ряд изъ абсолютныхь значенй членовъ прежнихъ ря- 
довъ |0!) Уд!» 10|. Пусть суммы (0+1) членавъ для атихъ 
рядовъ соотвётственно будуть равны У„, \,, Ув. Очевидно, что 
мы имбемъ неравенство 


< 
ма! = [аа 3 |. 


Отсюда слздует® 


! 
(при суммирован1и можно м$нять порядокъ членовъ, такъ какъ ря- 


ды абсолютно ‹сходящзеся).Переходя къ пред®лу, получим 


М" +1, 
отсюда \" :- число конечное, сл®довательно, радъ |м;| ‚сходя- 
щайся. 
Докажем, что 3" = 5 +.5'. Напишемъ сумму ‘в первыхъ чле- 
вавъ рядъ ип: | . 
За = 3 + 5 


и -зд8сь порядокъ членовъ можно ‘ыЗнять волздствАе абсолютной 
‚сходимости. Вичтя изъ обфихъ частей равенства $ + 5', ‚. полу- 
‚чимЪ 


За - (3%5'). = (59). +328"). 


ЧЕ = 


й далве 
„ ЕР < Ь #8 
[5 - (3*5')]_ < [8:3]. + [35-5]. < 343.2. 
Откуда слздуеть 
и п $ 
Пред. За = З=9жв. 
Иримпрз. Разложить дробь 
Е 
2-х- хе 
въ радъ по цёлымъ полохительнымъ степенямъ х. 
Разложивъ данную дробь на простАйш1я, находимъ 
и: 1 ме 1 
РТ Е Е: с 
ПЦолученныя дроби разложимъ въ ряды. Ямвеме 
2 1 2 2 з 
ща - +. + + + съзо 
Е 3 ЩЗ+хнх х ) 
^- ‘абсолютно сходящайся рядъ при |1х| < 1; 
5 1 5 [ 3х х2 к я 
я 142+ (5) - (2) *+.... 
3°2+х 6 2 (> 5 ] 


- ‘абсолютно сходящАйся рядъ при |х| < 2. Отсюда, на основан1и 
предыдущей теоремы, такъ какъ оба ряда оказываются ‘абсолютно 
сходящимися при |х| < 1, находимъ: 

Е а 


о оке А... при [х% < 1. 
2-х- хе" 2 4 3 


06щ1й членъ этого ряда будетз: 


Тесфеха 3. Уиноленте фядов%. Если рядв и; 
ваются абсолитно сходящимися и инфють суммами Е и $5', мо 
новый рядъ 


То 2 д -* Ур, * 2 +..." Ца Аа * Одо. 
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какже абсолютно сходящАйся и иыфетъ суммою 
СВАИ 
Обозначимь суммы (0+1) первыхъ членовъ и суммы всего ря- 
да такъ:; 


для ряда ии: Зи, 
' 
У: бу 5' 


ой бт 


Для рядов, составленныхь изЪ ‘абсолютных значен1й ‚членовъ 
предкдущихъ рядовъ, введемъ подобныя же обозначеная 


а У, 
п. № 
: "ыы: № № 


сосзавниъ еще новый радъ 
мо = ооо * Гана и. е. Ем, 


тн тн 
сумыы котораго обозначим Уз и \У. Докажемъ, что рядъ ип 
абсолютзо сходящ1Ися. Такъ какъ 


о < М, 


10 ‘достаточно доказать, что рядъ и„ сходящ1Ися. Сумиа (01) 
первых» членовъ этого ряда 


У = 51111.1\)| при 1500, ) $, 4%) & 1, 
Составим? ‘теперь произведен1е 


В ВАТ 
при услов1яхь 


=. 
м 
= 
* 


аи,. За вр. 


Ввчитан1е даеть 


3 | >. 9 
‚при 
190, За. мы 
“Слёдовательно 


й 8$ предёль АНА Е 
а и 


Отсюда заключаемъ, ‚что сумма у" конечная, и рядъ мо схо- 

дящЬйся. Рядъ |из| также сходящ1йся, ‘а потому и, - абсо-- 

лютно сходящуйся. Доканемъ теперь, что 3" = 3.3'. Жоли вс 
члень ряда 1} и т) положительнь, то составляемз: 


ил 
НА 


1: 5.3 = Вщуг па 150, 5, 4%) 520 
по 29 


и^ 


2): 3 = $ 13) №" `` 8 а, За Чаи 


Отсюда 


при 


- 
ИА 
5 

* 

<, 
и^ 
5 

< 
Г8 
+ 

[9 

У 
5 
< 


и такъ какъ всё и;у; > 0, сто 


, 
'Составииъ произведен1е 3) Зп-З0 при ш= или 
смотря пс тому, будетъ ли почетное или нечётное; имземъ 


3) 55. 3и = 645; при. ёш, } В д, 1145 в: 


Вычитая это произведенае изъ З,, получимь 
" , 


За - За.Зв = 8 119) > |) 


при 
1+ ная | )> №: Ш 


н такъ какъ всё ц:у, > 0, 110 


Теперь ‘имземз: 


Въ пред8л% при п=*® и ш= ® ‘получимъ 


39 29 28.8. 
Откуда . 
сы: 
„что и требовалось доказать. ` 


Если член и; и \] не вс одного знака, то изъ равен- 


2 ‘ 
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стна Е 
„ 
Зо-Зп - Зв = 244%; (1 3, & в, 4+) >. 1): 
находимъ 
[З:3а - За. 5"; аа; (431, 350, 4+) > в). = 


ое 
= Ж.-Ж сь 

‘такъ какъ для рядовъ съ положительными членами |и)| и |у 
‘доказано, что 


10. =... 


„По 
Слёдовательно: 
"Вред. За = 1ед. (81.3,)- 
0=% = ] 
а 
Земит 


Сльдсте:в. Для рядавъ, расположенныхъ по цфлымЪ положитель- 
вамъ степенямъ х; 


ы ы |] я 

2о',+ аъх + ах +... ах + .... 
г п 

Бот. Бах + Бах +... + Вх +.... 


перемножен1е производится такЪ ле, какъ перемножен1е ‘мнорРочле- 
вовъ, такъ какъ по предыдущей теоремв общ1й членъ ряда, полу- 
зеннаго атъ ‚перемноженя их, будетъ: 


|] = а 0-3 
Мо = 2:.60х * азх.6 р ,х +. тах + 
а 2 ь 
+ 0х «во: = сх (05 д + 2:6, +... + а. 6: + 256%), 
Если мы имВемъ дробную функц1ю ь 


причемъ числитель и знаменатель ея раскладываются въ ряды по 
ЩВлямъ положительным степеняме х: 


ааа оч а ааа ааа 
‚= 


`"ВЫСИАЯ ИАТЕИЛТИКА". Прод. 4.'4.`АДАИОВЪ. к Лист 44а. 
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$(х) = а +а:х + ах" +.... 
Ух) = в + вах + Б.х* + ...., 
10 и Частное ихъ 9 мохно разложить въ рядъ по пёлнмь 
ложительрныъ степенямъ х. Положимъ 
не О а. 
отсюда 
9(х) = Ч(х). (со. + сах + саж +... еж + ...). 


Произведя зъ правой части перемножен1е рядовъ и приравни- 
вая зат8мъ коэффиц1енты при одинакавыхь степеняхъ х в$ об%ихъ 


застяхъ равенства, получимъ ‹рядъ уравнен1й: 


а: = Босо 

а: = 00С: + Б:Со- 

а2 = 00©> * Б3С: +. БС; 

а =: во ав ЧБ ЕОЬ 


.-83Ъ которыхь коэффицтенты 
Со» Са, Са, +...) Сцу += 


послздовательно мсгутъ бить опред$лены. 
Что касается до предфловъ сходимости новаго ряда 


бо СЕ бах Ань. 

то они опредзляются слздующимъ образомъ. Пусть .рядъ 
Зы Зах я... 

остается абсолютно сходящимся при |х| $ 1,, рядъь 
Бо- +. Бах + Бах" +..... 


остается ‘абсолютно сходящимся при |х| 5$ 1,; пусть еще 


наи- 


568 7>- 


меньшее ‘численное значен1е х, при которомъ 4(х) = 0, будетъ 
15 = &. 


Тогда, выбравъ наименьшее изъ трехъ чисель 1,, 15, 13 и 
назвавъ его 1, будемъ имёть при -1<х<.1 ‘ряде 


ЕЕ лье 


‘абсолютно сходящимся. 

Добавимъ еще, ‘что такъ какъ для иФль&Ъъ рядовъ сохраняетъ 
силу правило умножен1я многочленовъ, то и для дфлен:я Цзлыхь 
рядовь 


$(х) В И ОВ 


у(х) ах Вах +... 


можно прилохить правило дфяен:я многочленовъ, расположенныхь по 
возрастающимь степенямъ х, й тогда частное даетъ намъ рядъ 


2 
Со- +..650 + в.х' +... 


эффипрнтовъь Со Са, С», .... 


Прижпръ. Разложить 5х по ‚ц%льмъ положизельнымь степе:- 
нямъ х. 
Такъ какъ 


чих = —, 
причемь 5410х и Созх раскладываются въ ряды, <сходяжфеся ‚при 
всхь х и Созх обращается въ нуль при х= /», ло  рядъ, 
получаемый для 5х, ‘будетъ сходящимся при 
к, 


1х < #. 


Находимъ его дзленфемз: 


к |1 +. —- ... =. бозх 


- 628 - 


ЗЯ Фе 
3х 36 ® -*-> 
аи 
Е 5 ..> 
8х 
Е .... 
а 
15 
Йтакъ 
АЕ АЕ 
= х+.- + — + 
Ф8х хх Е «еее 
‚Если положить 
цих = сах + сьх? + сх° + .... 


(какъ нечетная функа1я их ‘должно содерхать только нечетньа 
стешени х), сто неопред®ленные коэффиценты с1, сз, св, ... бу- 
дутЪъ опредфляться изъ равенства 


;3 5 7 2+3 


х + — Е + +. (21% + 
И лы "Зои 


э в й х х 
= [ых +. СХ +. бх%.|..+ съели [1 -=+-- 


& 20+1 
Приравнивая коэффицфенты при х, х°, ... х › находим 


д. 
РН и 
31 к 
р 
51 ро: 241 


(-17 
(20+1)1 


откуда послздовательно можно найти С:, сь, св, .... 
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ОПРЕДЗЛЕННИЕ ИНТЕГРАлН. 


аа 
Основная фофмула и нпкопорыя вя олпдствая. 


Ссновною формулою опредфленныхь интегралов служитъ фориу- 
ха для вьчислев1я интеграла въ предёлахъ отъ а до Ь:. 


|* 
у дах = Р(ь).- Ра), 
а 


гдё Р(х) такая функшя, для которой Р'(х) = Ё(х). 


Сльдствав 1. Изъ основной формулы выводится формула 


[ а 
ЗА Ех)ах = = (ках, 
Е? ь 


показывающая, что перестановка предъловъ внызываетъ перемёну 
знака. 


Слпдстафв 2. Сумма опредзленныхь ичтеграловъ 


с Ь о 
та #(х)ах + Е #(х)ах = г 2(х)ах, 
а с а 


гл бы ни лежало с. 


$ 2. 


Пефвзя аеофема о сфеднихъ величинахъ и ея одпдствая. 


Теофзма Если Функийя Ех, непрерывна въ промежутк® 


$(х). конечна и знакопостоянна, ‘то 


ь 5 
И. Е(х) .9(х)ах = Ша # 9(5-а)1. +(х)ах, 
а а 
гд8 
65971. 


Доказательство. Полохимъ, что М максимальное, ‘а ш ми- 
нимальное значен1е функи!и #(х) въ промехуткв (а, Ь), ‘текъ 
‚то 


в $ #(х). $ М; 


функиая Ф(х), по услов1ю, знакопостоянна; пусть она будетъ 
Ф(х). > 0. Тогда, помнохивъ вс три члена неравеяства на ф(х):, 
получимъ 


шр(х)- $ #(х)ф(х). 3 Мр(х).. 


Предположимъ еще, что а < Ь. Тогда будемъ имёть 


Ь о о 
ыс шр(х)ах $ (. (хую) 4х 5 & М? (х) ах, 
'а а а 


‘или, вынося ши М за знакъ интеграла, какъ постоянныя, па- 


лучимз: 
Ь ь Ь 
Г +(х)ах 5 / Е(х)э(х)ах „ ф(х)ах. 
а 2 | а 


Можно положить 


ил 


гд8 
а во непрерывности функция Ё(х)- 
Р = а + 0(5-а)]., гв 0<0<1. 


Слодствфе 1. Если функцая Ё(х). непрерывна въ промежутк® 
25х86, то 
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о 
Д коаж = лама + 65-5], та оса. 
а 


Доназатвлъство. Здфсь мы имёемъ частнвй случай предыдущей 
еореыь, когда $(х). =, 1, ‘олфдавательно: 


Ь й [2 
га ах = Ша+ 9ь-ал1. /` ах = (Быа +. 0(5-а)]. 
х а 


а 


Слпдств16.2. Воли въ опредфленномь ‚интеграл 


х 
#(х). = 5. #(х)ах 
`а 


функшя Р(х) вепрерывна въ предзлахф интегриронан1я, то про- 
изводная отъ Р(х), смакъ функц1и верхняго предёла, равна зна- 
зея1ю подъинтегральной функц1и ‘для ‘верхнаго предёла: 


Е" (х)- ие х 


‘подобным образомъ, если`въ опредзленномъ интеррал® 


й Ба 
$(х). = Зач 
функцтя #(х). непрерывна‘въ предёлаху“инфегрираванйя, зо про- 
изводная по нижнему предзлу ` 
Ф'(х). =- Ех), 


1.6. значению подъинтегральной функн1и для нижняго предёла съ 
обратимъ знакомъ. 
Доказательство. ИмЗемъ 


х х+В 
вх. = ах, Р(х+в)- -/. Е(х)ах; 
а а 


‘вычитая первое изъ второго, получимъ 


х х+и 
Кюах- Дак = Г Кюах 
а 


х 


Ж+о 
Р(ж+а). = Р(х). = зд 


въ силу слздатв1я 2$ 1, и далъе < 
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х+В 
ой (дах = в:ЕСх + вв). 
.Х 


‚по слдств1ю 1$ 2. Раздёливъ 06% части равенства на в; найдемъ 


Е(х+а).- Р(х): 


г = #(х+0в): 
В > Е 
пред. ЗС. = Пред. Е(х+.0В). 
620 ь 5=0 
или / 
#' (х)- = Ех), 


‚по вепрерЕёвности функцёи 1(х). 
Для ‘доказательства второй части слёдств1я имфемъь на осна- 
‚ванфи слздствЕя 1-го 9$ 1: 


р и 
$(х). = -Х Е(х)ах, 


Ь 


откуда въ силу доказаннаго выше 


$'(х). = - ‘Е(х).. 


$3. 
„Вторая теорема о среднихъ величинахз. 


Леорема. ‘Если функшя $(х)- остается монотонной (4.е. все 
‘время возрастающей или все ‘врема убывающей) при 
а&х3 ь, 
‘и ‘если фувкцая `#(х). допускаеть интегрированзе при абх 5Ь 


‘въ томЪ смыслВ, ‚Что интеграль 
| 


| х 
р #(х)ах 
а 


‚представляатъ непрерывную функи1ю 0% х ‘при всякомъ х между 
а и В), 10 ичфеть мёото формула 
к $ 
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‚Ь В Г 
Е(х)ф(х)ах = ф(а) Е(х)ах + Ф(ь) #(х)4х, 
/. НИЙ Чем 


`Гд8 
8 <Е <. 


Доказательство. Положимъ 


х 
и Е(х)ах = Р(х), 
а 


"ЕСх). = Р'(х). 


акъ что 


‘и разсмотримъ интегралъ 


| 
у Р(х)ф' (х)ах, 
а 


‹вЪ которомь Е(х) ‘есть непрерывная, ‹а $'(х). знакопостоянная 
функцЕя отъ Хх. У 

Примёняя къ нему 1-ую теорему о среднихъ‘величинахь, имё-’ 
‚емъ: 


у. Ь 
Дов одах = вв. Ф"бдак = ВВ (Ь)-- 9, 
‚а а 2 


‘гдё 
а<Е<ь. 


Интегрируя по ‚частямъ, находимъ 
ь ь Ь 
, = Я = ы 
и Е(х)ф' (х)ах [Ро (а), ыы Р'(х)(х)ах, 
посл$ чего предыдущее равенство даетъ: 
Я : | 
Ю' = “ = : .- = 
/: созбювх = [#(х).9(5)] о - (в). [9(ь).- 9(8)] 
= #(5)9(6).- Е(а)9(а).- Р(8)$(5) + 2Р(8)9(а) = 


= (а). [РСЕ).- #(8)] + (5). [Р(ь)-- #68)]`, 

но Е 
Р(Е).- Р(а). = ея Е(х)ах (Р(а). = 0), 

'а 
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Ь & Ь 
в(ь).- Р(Е)- = в Как - / #(х)ах ". Е(х)ах, 
а а 5 


В'(х) = Ех), 


-слёдовательно получаемъ 


Ь Е р й 
4 #(х)Ф(х)ах = 9(а) т Е(х)ах + ОУ #(х)ах. 
ма Е 


Зампчанфв. Формула Т1Т продолжаетъ существовать и ‘тогда, 
когда #(х) иметь въ променутк8 а $ х $ ь конечный разрывз, 
или обращается въ безконечность, 
‹ лишь бы интегралы 
Конеинииое Дали 

АцимХ =е Ь х 
р Е(х)э(х)ах зи д Е(х)ах, 

а а 


ГД 


а 5$ 


Хх Э-в, 


имёли конечно опредёленное значе- 

нзе. Тазно также функц!я 9(х) мо- 

Черт. 281. жетъ имёть конечные разрывы въ пра- 

межутк8 а хз Ь си вЪ частности, если так1е разрывы  суще- 

счвуютъ при х=а ш при х=ьЬ, то формула ТТТ пишется въ ви- 
2% 


Ь & Ь 
#(х)Ф(х)ах =. ф(а+0) Е(х)ах + Ф(5-0) Е(х)чх. 
/. Л. Л 


$4. 


`Способъ подстановки и способъ интезфрифованя по частяиъ 
.въ опредпленныхъ интеъралахь. 


Творвиа. Если при вычислен1и опредфленнаго интеграла 


Ь 
р {дах 
а 
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‚дзлается подстановка у = 9(х), х= у(у), сто формула 


ь $(5) 
5 #(х)ах ть "ЕС у)3 у" (у)ау 
‚а Ф(а)- 
‚справедлива ‘вообще лишь ‚тогда, когда У = Ф(х)- шредставляеть 
монотонную и непрерывную, функц1ю отъ х въ промежутк® 
ах. 


Примььъ 1. Вычислить 
2к 


и) За0*х ах, 


о 


Двлая подстановку у = 511х, получимъ 


х|= агсЗ1цу, 


Отсюда веопредфленный интегралъ будетъ 


2 
а 
ры ах = ИЕ ; 
у 1- у" 


310 правильная формула. Если ‘мы возьыемъ опредёленный интег- 
‹ралъ ‚въ предзлахь сотъ 0 ‘до 2, то получимъ невёриый резуль- 


тать 
Зфи2к=0 ау ау 
Я 318°х ах .Л =— = 0, 
о. 5110=0 И-Р 


между тзыъ какъ 5 За0*х ах очевидно число положительное. 


Ощибна произошла атъ того, что функция у = Эх не моно- 
‚зовна при ОЗ х5 1. Именно въ промежуткё  О<х< /» она 
‚возрастаеть атъ Одо 1:и 6, ел ) 


ах 


О 


ыы г 
лакъ какъ /1:- у’= Созх >. 0; при 7. 5х5. 7, функшая убы- 
ваетЪ й 


ву 


=. 
> У: - 7" 


ах = 


такъ вакъ Созх < 0. Неаконень, ‘вз промехутк 3 х 3 2 


функцфя возрасзает$ от$ :-1 ‘до О и 


3. 
4х = - Е > 
+ 7 :- у 
шакъ какъ Созх >. 0. Позтому правильная формула будетъ 
п, 


: % я 
ИА У°ау :Д 9’ у*ау 
оу о ь У. и —* 1-5" 


Дрихьръ 2. Вычислить 


Положивъ 
4х 
у = 1х, 4 = а» 
: Сов х 
имфемъ 

4х ву 

аа г 
1 +. Созх 2+.у 


откуда 


у 


+. Сов*х 2 +. у? 


Въ неопред®ленныхь антегралахъ эта формула правильная; 
`всли мы возьмзиъ 


сто предзлы для у будутЪ: % 
у = 0 =0, у= к -0, 


и получается невёрная формула: 


2х у, у 2 
р З1а°х ах Бе З10*х ах ых 3102х ах.+ Заа*хах = 
с п, 


во 


к 
Ях Е ау 
на атас А о, 
о’ 1+. Сов х о 8+9 
‘тогда какъ, очевидно, лёвый интегралъ число положительное.При- 
чина ошибки въ томъ, что въ промежуткз 0 $5 х5к функшя у = 
= 3х претерпёваетъ разравъ при х= /,. Правильная формула 
будетъ такая: 


п у к 
, у 
У 


о. 1+Соз*х о 1\бовх У м 1+Сов*х 


о 
в) в 
„8+ у" 


я В: 


и 


Для доказательства теоремы замётимъ, что вообще, если 
У = 9(х). монотонная и непрерывная функдЕя оттф х во всемъ пра- 
мехутк8 аЗх5, 10 х=у(у) оказывается однозначной и 
непрерывной функизей отъ у (на чертеж 1 и 2 данному значе- 
в1ю у отвёчаеть одно значен1е х), и тогда можно прилапать 
формулу преобразован1я перемзнной сразу для всего интервала 


В -5- 


4.3. 


Черт. 222. 


(а,6); ‘если же въ интервал® (а,6) Ф(х) имзеть шах1ваци ш1- 
п1ша или претерияваетъ разрывы, то х оказвнается многознач- 
ной функцфей отъ у (на черт. 3 данному у атвёчаетъ н®сколБ- 
ко значен:й х), и тогда нужно предварительно разбить ‚проме- 
жутокъ (2,6) на части ставь, ‘чтобы въ наждой части фувкц1я 
у=9$(х) была монотонна и непрерывна, и‘сл®довательно х=, (у). 


=-899 = 


одвозначна и непрерыВна. 


Выводъ фофмулы интезрированзя помощью подстановки. 
Имземъ 


ь 
ю #(к)ах = пред. Е(х.)Аж;, 
к ы 


„Цоложимъ х= (5), причемъ х ‘должно быть однозначной и 
непрерывной функцфей отъ у. „Тогда ‘будемъ имёть 
#(х) = ЕУ(у)1, 


Ах = жа -ж = (У1,,) — Уз) 
‘и ‘дадзе по формулв Лагранжа: 


Ахр = (удел) [9+ 9,291) = (У, 71) №" (91) +2]. 
Обозначая 
У1+: - 9: = 48: 

и подставляя вЪ вырахен1е интеграла, какъ предфла сумыв, вели- 
зину ду: .\' (У;), эквивалентную Ах;, ополучимъ 

ь Ф(5) 
=} Е(ж)ах = пред. ЗЕ (у; )]4' (у: )Ау: = Ем (у) ч' (у) ау. 

а 

Ф(а) р 


'Твофема. Интегралъ въ предёлахъ отъ -а до +а: 


+а 
$ #(х)ах = 


0, вели Е(х) нечетная фунжузя; 


а 
2 Е(х)ах, ‘вели Ё(х) четноя функи+я. 
о 


'Доказапельство. Иыземъ: 
+а о- а 
До ков = Д кок Г оах, 
—а —а о- 


но при х= -у первое слагаемое обращается въ 


`. а а 
= #(-у)4у = -Е(-у)ау =. #(-х)ах 


640 


(здёсь мы -зам8няемь у на х не маняя пфедтловт, га въ ‘такомъ 
‘случа букву х можно замёнить на у, .2, % и любую ‘другую 
663$ перемёны ‘величины интеграла); какимъ образомъ 


О спри Е(-х). =- Ех), 


#.0. при #(х). яечвлной; 


и" : . 
у = я = = 
Е(хуах УИ кочскля : а 


-а ‚при #(-х)- = 


о- 


#(х), и.6. при Е(х). чен. 


Фофиула интезрирован1я по частяиъ въ опредоленныхь ‘инйвз- 
ралахъ. 


Для опредзленныхъ интерраловъ существуеттъ также формула ин- 
зтегрирован1я по частямъ, ‘аналогичная формул 


А = ши - за 


для неопред®ленныхъ интегралов. Она выводится слЪдующимь об- 
разомъ. Имфемъ 
4(иу): = чу + Уд. 


« Интегрируя въ предзлахь от а ‘до В, получимъ 


ПТ: ь ь 
| | Г иду Г уди, 
=. а 2 
|) Ь ь 
К ц4у = | | -/ уаи. 
г `а а 


Пфимть. ВозьмемЪъ инзегралъ 


® 


ь 5 Ь 
эй а( оу): тд иду вай уда, 
а а 


откуда 


= -641 - 


ра 7. 
т ый "затея ак = га З40" *=.4(-Совх) = 
= 


“к п, 


й . 
= [аа *х.-бовх] ” `. "ЗАВ "в бов? хах = 
9* о 
к, к 
й. и. 
ыы =. АВЕ ак = ах ах ] = 
о. о 


= (к Пь., -1, 


откуда 
К 1 = (к-ПТ,_, 


1 
1 - 2%. Тв . 
Это будетъ формула приведен1я для интеграловъ 
При К четномъ: К = 21 находимъ послёдовательно 


— ЗАТ 
Тв = 20 20-2 


_ 2-3 
20-2 ^ 202 20-4 


т 


з 
14. = №. Ть 


’ 
ие Па - № . 1, 


о 
откуда, посл перемножен{я: 


_ 1.3.5... 88-1 


74.8. 2а 


ма 


При К нечетномъ: К= 20+1 


21 
Тацаа = 3041 20-3 


т 
`ВЫСИАЯ ИЛТВИАТНКАЧ. Проф. 4.4. АДАНОВЗ. Лист | 


Та Ио 


2 
Та = ДТ. 


и. 
#59 Эх 4х =1 


и ‘послё перемножен1я 


Стыйтимъ, что 


п 
Дзйствительно, полагая х = я =, 4х = — 9у и мАняя предёлы 
ИЯ п ь 

(прв х=0О будеть уз №, при х= /... Уз 0), имбемъ: 

п К 

и И к 

Соз х Чх = - 1 у Чу = 810 у бу =. 
о. у о 
2 


> 


Поэтому к 


‚при , 
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$ 5. 


Янтезралы съ безконечныхи пфедплами. 
Пфизнакъ Коши конечности такихъ интезтраловъ. 


Опфедплен1в. Интеграломъ въ предзлахь отъ а до +® назы- 
вается предфль интеграла въ предвлахъ стъ а до Б при В = 


= +5. 
Ю 


Ь 
и #(х)ах = тред. д Е(х)ах. 
> 0==Уа 


Подобным же образомъ амфемъ; 


|) [2 
га {(х)ах = пред. у Е(х)ах 
а 


р а==° 


+= +а 
У Ех) ах = 199, Л Е(х)ах. 
—а 


а=> 


Принпръ 1. 


Примпръ 2. 
СЫ у - 
ах —ах 
Я [-] Соз Бх @х = пред. на е Созьх 4х = 
о (а>о). ее: С 


-ах -а Соз 5х +6 За ,;° * 


245 


о 
Лримъь» 3. 


р ©. 
ах. —ах -а 311 ох -6 Соз .Бх]. 
[-] 311 ЬБх Чх = 1ред. = .—- ть вимоаонинвньаий 

с== 


2 .2 
о а + * 
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ь 


а? + 52 
„Въ 1%х$ случаяхъ, когда мы не можемъ найти веопредфленный 


интегралъ, для р%шен1я ‘вопроса о конечности опредёленнаго ин- 
‘теграла служить сл®дующая теорема Сапсву. 


> 
?еорема. Воли въ интеграл Е(х)ах можно представить 
; $(х) а : 
{(х). въ вид8 (х).= —- ‚ причемь &>.1, а | %(х).| ЗА 
(число конечное) для ыы достаточно большихь я: х 
интеграль иметь конечное значен1е. 
Воли же 931, $(х)- при достаточно большихь х= ж, ‘64- 
храняетъ постоянный знакъ и остается численно &Д., ‘то ичте- 
гралъ не имбетъ опредёленнаго значен:я (=). 


пу 
$ 
х 
Ре] 
[5] 


Доказательство. 1”. Случай @а> 1. Пусть присх 2 ж, = ‘#(ж)= 


к): 
$ › причем 19(х):| 3 А. Тогда, разбивъ интегралъ въ пре- 
‚ дъхахь стъ а до 6 насдна интеграла съ предблами (а, №.) си 


о Хо. [9 
(2%. 6), получинь 7 Ех) ах - Г #(х)ах *Д #(х)ах, при- 
а а Хо. 


‚чеыъ 1-ое слагаемое конечное и 


[°] Хо- |: 
пред. и #(х)ах о’ Е(хуах + вре. Е(х)ах....(х).. 
5=°У а а Ж- ь 


5= 


В®.силу поставленнаго ввше условзя иибемт: 


‚Переходя кЪ ‹абсолютнымъ значен1ямъ, найдемъ: 


ь ь ы ь ь ь 
И ода» = [/ т 84] р ин ах $ Г = 
з %. Х . к 


30" Хх. Хх 


НА 


преб Дока] 5 
Хо 
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1] 
Итакъ, ‘изъ формулы (>) находимъ, что пред. (х)ах = ко- 
‘`нечному ‚числу. ре 


2”. Случай а $ 1. Полохимъ для опредёленности $(х).> О и 
при х2ж 9(х) = А,. Тогда будем имёть: 


Ь Хо: ^б 
#(х)ах = #(х)ах + Е(ж)ах, 
У 


причемъ первый инзегралъ конечное ‚число. Далёе 


Ь 
4, 18 — , еслиа= 1 
(х Ь ах =. Ее 
Ипа Уд те х=д, /` =” ы 


1-& 1-4 
№: х ь 
— о, если 9<1. 


Лакъ какъ при @=1 ипри а&а<1 


ь 
вре. #(х)ах = ®, тои вре. Кадах = ®, 
5==\ хо 


Б=>‘а | 


= 
-Х .0-& 
Приипфъ 1. Доказать, че. е х 9х конечный при вся- 


а 
ких п. „Въ самомъ дАлВ, полохимъ: 


е +(х)- 
ее 
ха х% х 
—х цча- 
причемь возьиемь 1. Здёсь (же и 22. _„2(*). = 


= О при всякомъ о; поэтому при достаточно большихь х: х > ж. 
имземъ [|$(х)| < Д, и на основанйи теоремы заклиючаемь, что 
интеграль конечный при всякихь п. 


= _р-+ 
Примпръ 2. При какихъ значенаяхь р аизегдыле /` = 9х 
конечный? Въ предложенномъ интеграл подъивтегральная функц1я 
: ХР” х* 1 № Ф(х) 
а Их 1. р =. 
о х 


Функо1я Ф(х) = —- при х= = стремится къ предёльному 
1+= 
х 


значен1ю - единицй; при х * ж. |$(х)| 5 1. Сл®довательно, ин- 


= 7646 


теграль будетъ имёть конечное значен1е при & =+2 — р>.1, т.е. 
при р < 1; напротив, онъ/ будетъ безковечныме при 2:- р= 
=45 1, 1.6. при р = 1,/такъ какт функц:я $(х). все время 


остается положительной и/ численно = >. 


$ 6. 


Интезралы, въ которыхъ подъинтзаральноя функцая обрацается 


вт безконечность 8% предплахъ интезрированая. 
ь Ь- 


Опрвдпленфе. Если Е(0) = *, зо Е(х)ах= Ир. | *Е(х)ах. 
Если Ё(а) = ®, тс ы а: 
ь 


Ь 
р Е(хах = 1, Е(х)ах. 
а Е=0\ а+Е 


Если #(с) = *,° гдё а< сс < В, те 


ь с-г о 
у Е(х)ах = вре. Кх)ах + пред. Р(х)ах, 
а Е=0% а поет 


причемъ предёлы не должны зависёть стъ закона убыван1я ип. 


Приитр»ъ 1. 


зе, 
4х * 3-5 
= рег. = = 1200. [(агозза х)] = 
& 


Чао Лаы УЕ е=0 


= Е ь к 
8ед. [вгоз4а( 1-е] = агсз10 1=-. 
==о 2 
Примпръ 2. 
+1 не +: 
ах х 9х 
—= про. — + 1ре6. СА 
=“ в=о х 1=0“ п х 


1] =’ 
= ред. |108 #' +. 108 = | = Пред. |108 - |, 


з=о,1=0 Е=0,П=О Е у 
тать предёль не имфетъ опредёленнаго звачов1я и зависить 
+4. а 
7. В х 
отЪ зэкона убыван1 я” и п, -поэчому натегроля 32 ве 
х 
з в, 


хизетъ сиволе. Пля сузденая о конечности интеграла съ разрьвомъ 


ла 
подъинтегральной функц:и слухжитЪ теорема Коши, 
ь 
ТРвореха Коши. Всли въ интеграл® о #(х)ах  оказьвается 
а 


{(0)- = ® и при значен1яхь *х, удавлетворяющихь  неравенству 
$(х)_ 

(5-х)“ 
причем о < 1, а $(х): по численному значенйю |9 (х)|] ЗА, 
гдз (А Е%зкоторое конечное число, ‘то разсматриваемый интегралъ 
идет" опредёленное значенйе. Всли че © 1, а $(х) сохра- 

. вяеть постоянный знакъ и численно 2 .А, сто интеграль ве имфеть 
сиысла (=). 


^ 
ил 


6, можно представить #(х). ве видё Е(х). = 


. 


Доказотельство. 1°. Пусть при «< 1 для значенай х ж. $ 


$ функця `Е(х): представляется въ вид® Е(х). = м Е. 
причем |$(х)| $ А. Тогда (5-х). 
Ь Хо 5-е. 
Г. Е(х)ах -Х #(х)уах + вре. Е(х)ах. 
а а Е=0( № 


Первый интегралъ правой части конечный; для второго имфемъ: 


ь-=. 5-8 ; 
пре. #(х)ах = Пред. ый. ть 9х 
а=о (ь-х)- 


Хо. ето" ж. 
и 
Б-е' Б-= 
1ред. И 1] ЗА. пред. д = гы 
в=о Хо ето“ ж. (5-х) 
а х 
ви ИЧые Хо.) ` (65-ж.) 
=. пред. |= А. прод, [о А. 

4 ет 1-& 1-а 
#=0 > хо ==о0 


Такъ какъ последнее выраженье имфетъ конечное значен1е при 


В 
& < 1, то интеграль о #(х)ах конечный. 
а 


2. Пусть при 41 #(х).= ть ‚ причемь %(х) > 0 в 


(ь-х) 
$(х): > Аз. Тогда имфецъ: 


< РА ь-Е 
4% С А. н/Д. оч» 


50° ж - 
=. Ь-е 
= Пред щи. ах > Але. = =. 
50” №. (Вх): е=о“ х (5-х). 
Всли @=1, сто 
5-е а 
1ред. /  — = прод. 10 = =. 
в=9” Жо. - 6-Х е=0 2 
Если “>. 1, 110 
ь-= А 44а _ в+з 
Пред — = Пред. е (- ) = < 
е=0” ж: (5-х) 2=о © 1 
Откуда 
Г 
Е(х)ах = =. 
а 


Приивръ 1. При какихъ значен1яхъ п < 1 ивтегралъ 
%-х в: 
е х 9х имветъ смысль?. 


Полагая х = 0, ‘имвемъ при п < 1 {© = *, Замбчая, ‚что 
Ф(х) = е  имзетъ конечное значен:е въ ромежузкя, (9,1), пред- 
ставимь {(х). въ виде | 

-х | 
е 
Ех). = щи. 
х ] 
| хп 

“По предыдущей теорем предложенный интегралъ е х ах 

иметь смвслъ при 1-п= а< 1, чт.е. при‘всёхь °пЖО. Са- 


| 
‘поставляя этотъ результать съ прим®р. 1 9.5, заключаем, что 


| в | 
| =х ле» | 
7 ехх 4х яыЗеть смволь при п ро. 


Примпръ 4. ы “№ 


ця} Ро Пы Н 
т; 9. 


в ада 
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Имземъ при р <1 

#(0): = =. 
представлая ‘#(х):- „въ вид® 


р 


в яр" 


‚текЪ что 


Ф(х): = и 1%(%1 З 1, 


1х 
каходимъ услов1е, при каторомъ интегралъ имфетъ смысле; 1-р = 
=4и<1, откуда р> 0. Итакъ, предложенный интегралъь имфетъ 
смыслъ при р >'0. 

Сопоставляя атотъ результать съ прим.2 $5, заключаемъ, что 
/>* х2- 


ЕЯ 4х имЗетъ смволь при О <р<1. 


Примьръ 3. 


Е 
р’ =? ый ат “ах. 
ть 


При р < 1 сподъинзегральная функц1я Ё(х) обращается въ ® 
для х= 0, при 9< 1 она обращается въ *® для х=1. 
Шри х= О представииъ +#(х): въ вид% 


Е(х): = 


тогда о 
(к). = (НТ 


‚при х =. О’ обращается въ 1, @&= 1-р, слздовательно, интег- 
ралъ конечный при &=1-р<1, с1.е. при р>0. Прих=1 
представимъь {(х). въ вид 
. р 
#(х). = уе , 


= 
1-х) 


з 
причемь 9(х). = х” остается конечной при х=Тия= 1-9; 
для конечности интеграла должно бьть 4 = 1-9<1, 9>0. 
Итакъ интеграль : 


`имзеть смыолъ при р>0, ч>0. 


- 650 — 
з "2 р- - 
Е (1-хж)1* ах 
| 
| 
| 


в 
Диффервнцированае опредьленназо интезрела по параметру. 


Теорема. Если въ антеграль 


ь 
Г(<)- р Е(х,®)ах, 


а 


гдз @& параметръ, че зависящ1й отъ х, предзль 2 и не за- 
ВИСЯТЪ СТ @&, (10 проазводная интеграла по параметру равна 


эт Юэ 
лы, 
эх да 


а 
2 


и — были конечными, непрерывныии 
Э« 


. при .разсматриваемомъ значен1и @& и при всёхъь х въ ‘пред :- 
лахь сть а до Ь. 


при услов1и, чтобы 


2! 
21 


Доказательство. Ииземъ: 


Ь 
Г(а): = /Д «ках 
а 


5 
Ца+да) -Х Е(х,а+Да)ах, 
а 


откуда 
о 
Г(а+да). - Га) А (ЕСх, аа). - Ех, а)] ах. 
2 
Вазлегая приращен1е подъинтегральной функц:и в® рядъ ‘по 
степенямь Да, получимз: 


ь э* 
Г(а+4х) - Г(а) .Х а (х,я) + 7, да" г Е(х, о+ава) ] х, 
а а 
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далзе и 
„= ; Ь э: ъ Е 

Казда). - 1(а) = —(х,аах + /, Аа ОЕ 2(х, а+Эда)ах. 
44 а 9 г а 90° ы 


При А«= ‹ иоходамъ 


‘эт Ь 3 
г. = нЕ (х,а«)ах, 


2: > 


@сли ‘только Вред. — (>, &+94а)ах конечный. 
А0=6° а 94а 


Воли а и Б конечкы;, то этотъ предфль равенъ 
Ь э2# 
РА А (х, «)ах 
а Эа 
и представляетъ конечное число по услав1ю теоремы, ибо — 


39а 
предполагается конечной при веёхъ х въ промежутке (а, 5). 


Зампчане 1. Если предзль а и ШБ безконечны, то для при- 
ложимости теоремы слздуетъ убъдиться, что 


Ь 9 
ЗЕ —; (а) 4х 
а ва 


имзетъ конечное значен1е. 


Зампчанае 2. Если въ интеграл 
Ь 
Ты РА Е(х)ах 
а 
предёлы а и Б стакже зависят от а, то 1 представляете 
сложную функц1ю отф @а, поатому полная производная будетъ 
1 _ 91, 4:1 45,9 аа 
аа 34 35 “44а Эа“ аа’ 


т.е. на основая!и настоящей теоремы и 2-го сладств1я ‘теоремы’ 
$ 2 имбемъ: 


ат Ь эЕ(х, а) к ка да- 
Е = = ах + с Кач) ь. 
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Приипфъ 1. Возьмемъ интеграль 
Л а ах = Е 
а 
{.] 


при а>0 (ом. 85). (Дифференцируя его по параметру, нахо :- 
димз: 


= —ах 
а = - = - = 
г ‚ах и а Се ах)4х я е хах 
а ь да о. 
С еда 
да ‘а Ра ы 
‚@ткуда 
И е ^^ хах = г у 
‚2 
[2 а 


Диуферевцируя ‘еще разъ, получимз: 
т -ах › 1.2 
е х ах = —- ит. д. 
° а3 


Результатъ п-кратнаго дифференцирован1я по параметру бу:- 
детъ такой: 


„Согласно замёчан1ю 1-ому нужно убъздиться при вывод инте- 
грала 


.ВЪ конечности интеграла 
х 2 < 
р. =: 9х -/ е к: х ах, 
о. да о 


но этотъ интеграль имзетъ конечное значенёе, согласно прим%- 
‚чанзю 1 $6. 


Примпьъ 2. 


Ге СЕ мо 2 Е - при @>0. 
о ха © @. уа 2 


Дифференцируя по 9, имвемъ: 


азкуда 


БР” п Е 
В ал а 


о (ха)? а/2 
Дифференцируя еще разъ, имземъ: 
о Е 
° (х’+а)3 2 2 к С 
откуда 
ее Е 
ь УТУ 


Примпръ 5. Данъ интегралъ 


а 
5 а 4х = : (п >9).. 
ь $ 


„Дифференцируя его ш разъ по п, получим: 


`Шримиръ 4. Найти 


-ах —6х 
[5 ее; 


и ее ах, 


при а>0 и В >0. 
‘емз: 


Дифференцируя этстъ интегралъ по В, 


им 


9: 
45 


95 


‚› ЦБ). = 109 0+6. 


Лля опредзлен1я с подставимъ сюда а выфсто 6, полу- 
‘чинь Г(2) = 155 а+с, в’ непосредственно находимъ _Г(а).= 0; 
сткуда 


Ь 
с =- 405`а, и (в). = 108 ь - 105 а= 108 =. 


Е 5 вх ь 
Е. т тете; 926 40 - . 
х. а 
Приипръ 5. Найти 


Е с 
Кь) = 5" соз‘2ьх ‘ах (а>9... 


$7 


Итакъ: 


Дифференцируя по 0, имёемъ: 


‚ое 2 
Вы = с е ех 2х 510 26х ах. 
45 сх 


Интегрируемъ по частямъ, полагая 


и = 51а 25х, ду = - Рух .2х ах, 
1 -ах° 
Чи = 25 Соз 26х ах, у=-е 
а 
неходим®: 
= 2 зе 2 2% ы 2 
З1(Ь) = Е 22 Зта 25х). = «Х е я Соз 2ьх ах, 
5 о 2. Е 
или 
&Г(о)- 25 
С В 
” а5 а <) 
` @тсюда 
ы аГ(5): _ _ 25 45 


Ц): . м2 


Той 1(Б): = 19с-®, 
Ь2 к 
105): = Сб: № 


Для опредёлен1я .С полохимь 6 =0. Имфеуь, съ одной сто- 
роны 


1(0). =. с; 
съ другой стороны :- 


дс” ее _ 
1(0). уд в ак ОЕ 


а 


(см. $ 8, пр.4), такъ что 


й скончательно 
= 
з Соз в5х ах = 


Приипръ 6. Найти 


® -(ах’ + -3) 
и. е х ах, а >.9;, 520 


5 


Разсматривая интеграль хакъ функцаю отъ Ь: 


Ь 
« тах = 
Г(ь) Уд е ах, 


дифференпируемь по Ь: ^ 


ожеВ. 
ат(ь). = а м. 
а5 о ь х2 


„Введемъ новую переымённух у, полагая; 


„5-6, фе ы 


х 
Имземь: 
а "СЕ ве 3 `В 2$ 
=-]1--, =>, —= 
2 ;* у" х2 ? 
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предван по. у 'будутъ: у=® при х=О, у=о при х=®. 


Итакз: ъ. ие 
ат(ь) ее. О уе а 
В & 8 Ве 5 5, 
сткуда 
а) д 4 
гв) Я 


108 1(в). = 1046 - м5, (в). = Св *"80 


При 6 =0 ‘имбемъ 


= 2 
цо-с=/` аа м7, |, 
о: а 


и окончательно = 
цы 


2.5 
= - (ах +—) — 
х2. з - 
ый е ах = /, у: 5 зуаь ь 
о 


$8. 
Интезрированв опредъленназо интезрала ‚по параметру. 


Теофема. Если функц1я Ё(х, 0): остается непрерывной въ пре- 
д%лахф ивтегрирован1я, ‘то 


[1 хз у х: ‘а 
ой. [ у ходах аа -Х и. вы, адаа А, 
6 - Хо. Хо. бо 
т.е. можно перем$нить порядокъ интегрирован1я безъ вл1ян1я на 


результатъ; при этомъ предполагается, что предёль по каждой 
перемвкной не зависятъ отъ другой перем8нной. 


Доказательство. Обозначимъ 


аг ох: Ч 
Р(а). = хаха; 
И: 


- 657 - 


Зы &( <) вЫ [И ‘вова. 
Хо» бо 


Веремъ производныя по @. Производная 


АР м 
Е -Х #(х,а)ах, » 


х 
какъ производная по верхному предфлу & (см. $ 2). 
Вроизводная 
44( а. ыы [а 
ся рр т. ( у Ебувуаа] ах, 
44 хо. 194 = Е 


какъ производная по параметру, и далзе равна 


Х% 
я #(х, ад ах, 
ыа 
‘такъ какъ 


з [1 
— РА #(х,а)ах = ‘#(х, а), 
аа, 


какъ производная по верхнему предёлу (©). Выходить, что 


ЧР( <) 9$( а) 


да Ча ’ 
отсюда 
Р(а). = (а) +С. 
Шри «= 4%, вепосредственио имземз: 
Р(%) = 0, ФС 0 = 0. 
Подставляя © = 9. въ найденный нами результатъ, получимъ 
Ра). = (4%) + С, 


откуда С=0. Итакъ 
г. В(а). = $(а).. 


* 
`Приипрь 1. (Въ $ 5 мы нашли 


<“ -ах ь ; 
р е 511 ох ах = = 2 ао 
+5 


о- а 


а 44 44454444444 


`"ВАСИАЯ КАТВИАТНКА". Проф. 4. 4. 4ДАИОВЗ. Листъ 43. 


= 858 - 


Возьмемъ интегралк #0 а а7Ъъ этого интеграла въ предвлахъ 
ат а=0 до а=.*, Имёемз: 


© > _ ов я а=е 
г аз] в * 541 ьх «| -/ Е [ем] ат, 
в о' у 5 В] а=о 2 


прачемъ знакЪъ +. берется при Ь > 0, - при Ь <. 0. На основя- 


н1и теоремы объ интегрирован1и по параметру мы можемъ напи- 
вать 


оз = = 
ы : :/ аа / е № З11 вх < :/ 811 | е аа = 


.о о в о 


уе ‚= 
-Х 310 6х ы ах = Эва ах. 
х ‚Хх 


о- о 


Мы получили новый интеграль 


й и о. 
а х 2 А 


‚причемъ + березся при 6 > О, - берется при 5<.0. 


Примьръ 2. Показать, что а 
Де при Ш 


У ом. |, со, 


о х и вх.) 


10: мов 


Пусть а> 6 > 0. На освован1и результатовь прим. 1-го, 
имбемъ (такъ какъ а+0> 0) 


> 
я. З1п(а+5)х а 
т х 2 


зы = 
-Х 316 ах Со5 вх а и 311 5х Соз ‘ах тв 
с. х ` Ух 


точно тачке (въ силу а-в> 4) 


ДЕ и-ьЕ = 
х > 


и 
+ 


о. 
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= 311 ах боз. 5х * 51а вх Соз ах 


4х. 


„Складывая эти равенства и дзля на 2, получимъ 


Ра 311 ах боз ьх к. 
— ах =- 
х 2 


5. 


ввчитая и для на 2, получимъ: 


* $10 5х Соз ах 


<= ах= 0; 
°’ ты 
(а при а= в, иымфемъ: 


7 54а ах Сов ах Е %Х Зо Зах а 
о. : > х 4 


ти результаты и выражаются написанной ракзе формулой. 
Приипръ $. Доказать, ‘что 


* Соз ах к,. -а 
с хе (Лапласъ) 


при а> 0. Имёемъ при ‚а>.0 


"= Г. 
у е 11 ьх ах = —. 
2 „+ 52 


[3 а 


Соз в 
Умноживъ это на те 45, проинтегрируемъ произведен1е по Ь 


въ предзлахъ отъ 0 до =. Нолучииз: 


с к. ы 
в аа5ь и“ в 8 за ьх ах)аь = а - = 
ь а’ +ь 


о’ о. о. 
-Х НЕ 7 331 вх Соз ь ав)ах = 
[ 
$ = 
вх 31 а6хСозь 
Г ь ый век сое аь)ах я т : о авуах. 
о о- 


Въ первомъ интеграл х ‘изыфнается отъ О до 1, а потому Вх<ь 
и на основан1и результатовъ предидущаго приира, им%емъ . ` 


- 660. :- 


т х С 
7 а = оз 95270; 
р 


а съ нимъ и весь первый интегрелъ = 0. Для второго интеграла 
имземь вх > и потому 


5 
ра 10 ох Созхь ат 
. ре) 2 
аа 
Итакъ 
” Соз+ь а ” -ахк п 6 
им 5-1 - 4х = ОНИ 
Г в А 2 2 а 


Полагая = ах, 456 = аах, находимъ: 


= ыи 
а Соз ах п 5 
м а 
23а (к) 5 а ‚ 
откуда 
Соз’ах к —а 
ны 6 26-3 
о 1+х 


Шрихпьъ 4. Доказать, что 


а ук, 
т а е ах а г, Г 


С 


Полагаемь х= ву (причемь «> 0); ах «ау. Имбемъ:, 


к - ау? 
т Г аа вау. 


о' * 


-&4 
Уиножимь об части равенства на е 44% и проинтегрируемъ по 
% сть 0 до =: 


ое # © 2 Г 2. в 
а ат да -Х ыы ФА ат ау) да 
о о. г 
С ыы 2 2 -а*( 1+°). (=: 
ее -Х ИА ыы ваз] ву УТ Е- =] ду = 
5 И о; Ч -8(1+у ) "м=о 


2 2 а 2 ых а к п 
- ИХ = атоме У т А-а. 
оз 9 - я 

Отсюда 


= 


= 
х 
2 
и 
|5 
г. 
8 
а 
х 
“ 
2 
я 
и 
|3 
а 


Полагая х= уа.у (а> 0), имвеме: 


Я -а° - ук 
2 е ат 


откуда 


Лифференцируя посжздиве равенство п разъ по параметру а, 
‚получим: 


$9. 
Нохождене опредпленныхъ интезраловъ поиощью рядовт. 
ь 
Подолимъ, ‚что нужно найти Ра Ф(х)ах ‘и `иавфотно, что 
а 


Ф(х). = фо(х)- +. фа(х): +. 92(х). +...... ЕЯ 


гдз въ правой части рядъ равном®рно сходящёйся при а < х $. 
„Согласно ‘творемв объ интегрирован1и рядавъ, имземъ: 


ь 3=® Г.) > 
р $(х)ах = & РЕ 9) (х)ах = 2 а), 
а 9=о 


а 9=0 


Ь 
ц; = Ф;(х)ах;. 
5 а 3 ; 


‚если рядъ # Ц; ‘визетъ суммою нзкоторое число .А, то искомый 


интегралъ 
ь 
ый. Ф(х)ах = А. 
‚а 


ГдВ 


Прежде ‚ч3мъ перейти къ примзрамъ,. покажемъь справедливость 
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сяздующихь разложен1й. При |2г| < 1 имбютф мфсто формули: 


1 - а Соз 5х ея 


В. = 12 ты Соз пБх, 
1- 23а Со; ох +а т: 
а 330 6х > 
ты Е ЛЕО $ ап За пох, 
1 - 23а Со$ вх +а П=а 
1-2 а 
В 5.1.478; 
1 - 2а 003 вх +. а* Гы Зе. 


Для атого разсматримт слфдующее квражен1е: 


А 1- а(Соз вх - 1 511 ох): о 
. +. р т 
1- 22 Соз вх + а? (ав РР Сье Хе) 
1 5х1 1 1 
В = +86 О ев зыаь Е 
1- ае 
7 Ш 0х | 
=1+ заб =1+ Е а (Соз пох +1 310 065). = 
0=а В=а 


= == 


п 
= (1+ У а Соз05х). +1 $5 а 340 05х. 
223 В=з 


Приравнивая вещественныя и мвимья части, получим напиаан- 
ный результатъ для Ё№, и Г». Далбе, 


2 - 2а Со5 6х - 1+ 2а Соз ох - а 
Рь =. 28, - 1 =. — 


2 
1- 2а Соз ох +а 


1- а* х 
я А = 2(1%5 & С0з пьх). -1=1+ 2$ & боз пох. 
1-2а Соз ох +а 


Добавимъ, что при |а| < 1 эти ряды суть равномёрно сходящ1е- 


ся пои всёхь х, такъ какъ общауй членъ каждаго ряда а боз пьх 
и ап 06х остается численно меньше |а| ‚, посл®дн1йЙ же рядъ 
при а< 1. абсолютно сходящайся (см.теор.1, 8 8). 


Прихпр% 1. Найти 


4а„йри | а|. <. 1. 
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ее. на основан1и ‘вкрален1я ЕР, 


п 
„ р: № 
УЖ (1. +. Зь’бов вюах = ВУ Соз пх 4х. 


П=з о” 
Такъ какъ 
0 при В четномъ 
п, х, к 
ГА 341 пж|/2 Эа в И 
Соз их ах = и = > = @ -1)" 
°, э° Зы 0=20+1, 


то подставляя эти результать въ ввражен1е Т, получимъ:. 


Г 
бк а 
2 ко 2+1 
т 
в ЧЕ ИЕ 2 - 


1 
При |а|.> 1, полагая аз 
* 


уд : ) ве. 
:/ НН «= а 1 а:608 Жо) 


а2(1 ИРА =» ° 28-2а:Соз т 
а: а 
й 
О. 
о. ‚24 — 2а, б08х+1 
к 
п, /. 


1- а,Соз х 


Я аке т - (14 агоы аз). = 
2 ее 1- 2а:Соз х +. а 2 2 


1 к 
=,- агсфя я = — 2гссоф а = -- © — агсАы а): = 


агсь ы. 
Ба 2 
Результатз: 
п 
И, +. аго\Е а ури |а|. <.1 
м 
‚ агсфя а - /» — Ча 1. 


При а= 1 кнепосредсчвенно находимз: 
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к 
ть 1- Созх к 
@х = -.. 
2(1- Соз х) 4 


от 


Принпфъ 2. Найдемъ 


1 ах 
ы -Х 5 г ; при в >0. 


а: 1х 1- 23а Соз 6х +а 


Пользуясь выраженземь для Е., находимь при |2|.< 1: 


я 1 [ РА р - 
т = + 
1+х° 1-а 0=з 1-а* ы 


ах) 
5 14 


ва ыыы эра те | = 


+ 


и 
= =в. 
ь 
| Я [14224 “| --1, а |. 
1-а 0=з а а 1- ае 


„ВыполнивъЪ въ скобкахъ дЪйствзе слохен1я, окончательно бу- 
‘демъ имёть 


к. 1 ав 
ет : 


1- а 
При |а|.> 1, поступая какъ въ примфрё 1, найдемз:. 


: к 1. РЗ +. 1 
ат | 6-1 
Примпьъ $. ] 
-/. > Соз вх ах 
т ——. эн 


.1- 2а Соз х + = 


При |а| < 1, по Е для Р», имземъ: 


= :. "боя шк [1+2 ‚е’боа ых | вк + 
ла о' 
ы к ы к 
в с шх 4х +2 6 Соз шх Соз ох 4 |. 
1-& о ны 7:78 : 


п п 
а р 
Соз шх Соз пх ах = Же [Соз(ш+а)х.+ Соз(и-л)х] ах = 
э* о 
2 *. в г Зап(и-а)х В АЕ 
а+0 2-0 


-о 


и стдёльно при п=ш 


к 
#2 Соз шх Соз пх 9х = /. (1 + Соз 2шх)ах = 


Итакъ 


мта 


1 
При |а| >. 1, полагая а= тя ‚› гдВ |а.| < 1, находимз; 


.“ Соз шх 4х у Соз шх ах 
Мы ЕВЕ НИИ... Зи. 
а 1 


0-1 = — бовх +. — о. 1- 2а,Соз х + а* 

а: ГЫ ® 
. к Г 1 ® к 

а а > 

тм 8 а 3) а (2*-1) 
а” 
› : 
Пфимтьъ 4. 


о’ 1- 2а оз х+а* 
„По форыул8 для ЁР, при |а| < 1, имфемъ: 


а в: 
ЕЕ ВЕРДЕР 
а аз 


о’ а © 
Но 
к к п 
г.8 х 511 ох а = | миа] :/ Соз ах 4х = 
п А: 
о* © 
к. к 
== баб се 
Г] р 


слАдовательяо: 


При |2|.> 1, полапая а-2, гдё |а:| < 1, находимъ: 
а 


аа поль В. 
а: а а 


$ 10. 
Эйлеровы интезралы В м Г. 


Подъ именемъ Эйлеровыхь интеграловъ В (бата) и Г (паыма) 
разумВются слздующ1е интегралы; 


гб) = АРТА ды ВИ С СОЯ 


Мы видёли въ $ 6, прим.З и 1, что зти ‘интегралы имбютъ ка- 
вечное значен1е: (1} при р>. 4, 9>. 0, (2) - при р>.0. 


Подстановкою 
о: 
и: 
откуда 
а. 
1х = т Чх = ы г. 
+ (1+9): 


при новыхъ предёлахь у=О (при х=0), у= = (при х= 1),, 
‚преобразуемъ интегралъ (1) къ новой форм8 


Рю уг “ау 
э* (1+5 
Докажемъ, что В(р, а). слздующимъ образомъ вьражается черезъ 


ви. — 


функийи Г: 


Полагая въ формул (2) х= ау (а> 0), находимъ в * а. 


х”` Зах = аРу?зау при тЁхъ хе предёлахъ 0, ®, стакъ что 


Г(р) = г ОВ УР *ау ит а АО (5), 


го) <: жа хР 1 4х. 
а о. 


Полагая въ атой формул а=1+у и мёняя р на р+9ч, 
находимз: 


откуда 


— 
(14у)? : 
Умножая 06% части на у 
до =, имземз: 


т «= РФ. ренты 
про 8: 5-Х У’ ‘ау уд Урна ах) 
о . о 


(1+)? 


Принимая во вниман!е (3) и м®няя в$ правой части порядокъ ин- 
тегрирован1я, находимъ: 


-х 
'Р(р+9) .В(р, 9) + 5" ах ( ыы. 


Но по (5). 


Г(р+а). _ и” О 32 


Рау й поинтегрируя по у отъ 0 


слздовательно: 
КЕ я 
бра. Веро. = Гб)" "ак. 1 


5, х 
= к вх ака Г(р)-.Г(9)- ао (2)}, 


Г(р)-. (9). 
Р(р+9) 


сткуда 


В(р, 9). = 
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„Векъ какъ на оснаван1и этой формулы вычислен1е функц!й В 
‚приводится къ ‘ввчислен1ю функц1й Г, то займемся теперь свой- 
‚ствами функцти Г. 


„Выполняя въ интеграл (2) ‘интегрированзе по „частям при 
а = 6, ау =. хР”4дх, имземз: 


р. = се 
= 1 р 
Г(р)- = [6 ы = Г мы ах, 
РР, 
р 


или при р> О (такъ какъ тогда х = 0 при х=.0)- 


Г(р) =. - Г(р+1), 


эн 


откуда 


Г(р+1)- =. р Г(р)-; ео и 


Зам няя здёсь послфдовательно р на р*+1, р+2,... ре-1, 
находимъ рядъ равенствъ: 


и 


Р(р+2) = (0+1) Г(р+1) 


Г(р+3) 


и 


(р+2). Г(р+2) 
П(р+п) = (р+а-1) Г(р+-1):. 
Перемножая ати равенства вы№ст® съ (6), получаемз: 
Г(р+ип) = р(р+1)(р+2).... (р+и-1): Г(р)..... (7)-. 


Полагая зд%сь р= 1 и замёчая, что 


г(1) 2’ в *ах= 1, 
з 


Находимъ значен1е функци Г(п+1) ‚при .п%ломъ значенйи ‹ар- 
‘румента: . 
о ВС: ВВ с м а (3). 


Формула (7) показнваетъ вм$ст$ съ т%ыъ, что значен1я функши р 
Г(р+а) для аргумента р.+ п больше 1 ввражаются просто черезъ 
значеная функцйи Г(р) для ‘аргумента р < 1, такъ что при со- 
Ставленуя таблицы значенай функции Г(р) можно ограничиться 
значентями аргумента отъ О до 1. Но этотъ промежутокъ можно 
сузить еще вдвое - отъ 0 до Уь - на оснаван!и формулы 


х ; 
Г(р) .Р(1-р) = м (9) при О<р<1. 
Для вввода этой формулы замётимъ, что формула (4) при а= 
=. 1-р сдаетъ 
Г(р) Р(1-р) =. Г(1) .В(р,1-р) = В(р,1-р), 


изъ формулы (3) слёдуетз: ара 
( зе у 9 266 = и 
Вр У 1 


о 


дальше ивы докажемъ, что послёдн1й интеграль при О < р <. 1 ра“ 


венъ ы -, иотогда формуле (3) будетъ доказана. 
Зри рк 


& 
Оты&тимъ еще, что изъ (9), при р= /,, находимъ: 


[71° = м, 
откуда ВЕ 
пе г да - КА 


Обратиися теперь кт доказательству формулы 


бабы Ё: ть. 
аенх З40 рм. (Бо1ег). 


Для атой цзли разсыотримъ интепралъ 


202 таз 


——— 


ее 


гдё в и п числа пёлья полохительныя и в $ п- 1. Для вы- 
20 
212 Е 
‚числен1я интеграла разложимъ дробь о , ва простёйшая. 
1:*.з 


Такъ какъ знамекатель равенъ произведен! ю: 


8-3 | а 4 
аа Я (ем (ое м"), 
к=о 
ГД 
2, 
4“ = а Е 


то разложен1е дроби имзетъ видт: 


2И 0-2 О 
ат [ м]... с) 
20 +1 о в" э-е К 


ат 

Чтобы получить А;, умнояниь предыдущее равенство на .2-е Е 

и положимъ затёыъ 2=е к .- Тогда въ правой части останется 
только А», а въ 1%вой истинное значенуе неопред®ленности: 


21 аи) 214,1 1 
ааа а | щ| ва 
< рр ее 20 2 а=е 


=. с 20+:) “1 


‘ рез {1 и 
20 тм к 


205.1 8 
= пе | 


‘такъ какъ Ро =- 1. Итакъ 
Ах = - рай 
и замёною :1 на - 1, 
Г Е а 


Теперь формула (*) даетъ 


2 п-. 2 ‚ м 
Вы 1 [ + )- 2- (Аб + ди:е С 7 


14220 К=а 6°-28 Соз &);+1 


` К=о 2* - 28 Сов в; +.1 
Зам$няя здёсь 


Соз 21 &; = Соз(2м+1)а, Соз а, +. 341 (21+1) <, п ау, 


находииз: 
ка 28 - 2003 
В Ча Соз(2и+1) ау. = + 
а ко 2-22 бо; а, +1 
ма З1п &; 
2 234021). и. 
к=о (2-Со5 &„)“ + Зап“ах 


Теперь легко нахсдимъ явтеграль 


+ 21 -з +В 
Я В м5, № Соз(21+1) а. [105(2”-28 Соз а, +1)] + 
ре зе К=о -В 
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в-1 С +В 
+ 2 2510(21+1) ах. [го ее 9 :] 
К=о 319 вх 1-В 


Если мы станемъ В безпредёльно увеличивать, 10: 


+В 
[108(2* - 22 Соз а, + 1)] = 


2 1 
-- С + —- 
1 8 3 в 


;Р В? 
& - 28 Соза, +.1 
= 108 о = 10а |-—— ы 
В* +. 28 (0$ в, +.1 ро - 
В Кв? 


обратится въ нуль, 


+В ^ р 
ы В-С | 
еее 96] + оО, 
-В 


11 а З10 @к 511 ак 
в к ь 2к+1 
обратится въ - +- = п (лакъ кавф З10 а, = 54а —— п. > 0 
2 2 20 
при К=0, 1, ... ю-1), и мы получим?: 
+= 2 
212 42 о 
ый. пак 2 3382) а... с 2 
-= а 1 &=о 
2+1 
Положивъ Е п. =ф, будемъ имфть: 


(2+1); =. (2к*1)$, 
я 


п-з 
2 310(2+1)а, = З40 $ + 511 Эр +... + $11 (20-1)$ = 3; 
Ко 


‘для вычислен1я $, умнохивъ 06$ части послёдняго ‘равенства на 
2311 $, имфемз: 


2340 $.5 = 2310°9 +. 2510 $ 331 Зр +.... * 2311 ф 541(2в-1)9 = 


= (1- Сов 2р). + (Соз 2 — Соз 49) +... + (Соз 2и-29-Созаиф)= 


=1- С05 209 = 1- Соз(2в+1)х. =. 2, 
откуда 
и 


За ° 
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Феперь формула (*') ‘даетъ 


Ти 
или 
м 2 
а о 
о 1+ .270 З1о ф 
а. з 
21 зй 307 
Положивт здёсь 2 =х, в=х , имвемь 20 д2=х ах, 
20 
21 ЕТ 
2 = х ›, при 18хъ же предёлахь интегрирован1я; такимъ обра- 
зомз: РЕ 
а: 
р. х ах ы 
А, — == ; 
1+/х З1а ф 
о 
ПОлОЖИВЪ 
2+1 
ыы ф= м 
28 р, р 
имземъ 


м 
зд З1п рк. ты ” 


причем, въ силу условзя п Зп- 1, вБходитЪ 


21+1 $ 21. 


2в 21 Е 


((кромё того р>0):. 
Йтакъ мы доказали намёченную формулу (*"'), нс лишь для елу- 
‚чая, когда р есть дробь вида 
_ 2+1 
р= РВ 
Обобщимъ доказательство для случая любого дробнаго р между 
О и 1. Какаво бы ни было ро; между О и 1, взявъ нёкоторое цё- 
лое число п и составивъ произведензе 2про, мы ‘найдемъ дна 
посад%довательныхъ нечетныхь числа 21-1 ‘и 20+1, между кота- 
рими будетъ содержаться 2про 


2-1 < 2про <. 2+1 
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20+: 
(равенство искличается, такъ какъ иначе р было бы вида Е. 


‚что узе свыше разсмотрно}, отсюда:. =: 
_ 28-1 ‹ 2+1 
Р2 р и 


Фоложивъ леперь 


м" * ах Но | 
Е(р) т о $(р). = Е | 


ив имземъ равенство двухъ непрерывныхъ фувкцЁЙ отъ р: 


`ЕСр) = Ф(р)- 


при р=р»› и р= рз; ностакъ какъ при достаточно большомъ 
п разность 


5!- 


рава 


мохетъ беть сдфлана сколь угодно малой, то эти функции, какъ 

вепрерывнья, должны быть равны и для всякаго промежутачнаго 

значен1я р между р: И р», ‘а сл®довательно и для. р = роз 
(ро. = Ф(ро-) . 


Этимъ доказана справедливость формулы (*"') ‘для всякаго ‘р мея- 
ду О и 1. 


Пример 1. мы 
Т= > = при 0 < 21 $135 
о 1+х 
а 1 а 
Полагая хо = 2, к =, ах = ы ры 42, получаемз: 
а 
х ах Е 1 = р 92 _1 к к. (11). 
== а < 4 - 
о. 14 о. ар (= п) 
Пфинтръ 2. ы 
х ах 1+1 
Т= = при О < —— <. 1, К: 4лом%. 
е: “(3х в 


ааа аааааан+ 


`"ВИСИЛЯ КАТЕНАТНКА“. Проф. 4, А. АДАИОВЪ- Листъ 43, 


= '674:- 


Ла же подстанавка даетъ 


+1 
Полагаяф —— = р,  имбемъ 
1 1 Р(р):Р(к-р» 
= В(р, КР). == Ра > 
но по .(8) 
Р(к): = 1.2.3... (к-1). 
по (7) 


Р(К-р)- = (К-р-1)(к-р-2).... (1-р): Г(1-р)- 


при зем п на К-1, и р на 1-р), по (9) 


Г(о)- Г(1-р)- = 


З10 рп ° 
Окончательно 
ая 1 (ЕР)... ЕЕ. к 
он Ю- 1.2.3... (к-1); ° ЗЗа рп. ° 
Гд8 
ш+ 
р 
„В частности имйемъ, напримрз: 
ты т 1 к, _ в. уё 
7 "и в 


(пе ЗК 5.9. .р/- = =" ^:. 


‚633 


283875. = 


Воли бы намъ нужно было вычислить интегралъ 


ГДЗ 
ва |7, 
В 4 


‘то сразу прилагать найденную нами формулу (12) Бельзя. „Тогда 
поступаемъ такз: -разлагаемъ х’ по степенамъ х’ +.1:, 


= хех +1): - х* я 
люгда = = г 
Н х‘ ах х* ах 5. хо@х _ 
°- (14) о 14 с аи 
= > 
= - п.у2 —- — ц.УуА. = Зие 
4 16 


Шриипръ 3. Найти интегралъ 
ч. 
„Гы х оз х ах 
2 
при р+1 > 0, 9+1 >: 0; 
Полагая З11п`х = у, получаемз: 
а 


з — 
Л УР(1-у"): * 49. 
$ 


: 
за 
Новой подстановкой у’ =, у= 2“, ау= Иа *Африво- 
димъ къ виду 


не 
а кт а" 4 - МР 
ы ЕР 


и на основанзи формулы (4) 


1 +1 
7, и Иа 
Я З10? х Соз* х ах = ме. (13). 


< + 
“: ГРА 1 
При а=- р, отсюда находимъ: 


р Е и 
ан ме. 


я по (9) 


РР БРВ) = м. 


, 
518 : (1-рР) Соз 2 
завъ 970 окончательно 


А 
и а... 


п 
Я 2Соз -= 
2 


При р+1->0, и Зеро ва = р < 


а 
И. х (1х0) 9х 
о 


при #+1>0, в >. 0, р+1>0. 


Вихрь 4. 


ны В 
Подстановкой х = У,  находимт: 


Приииръ 5. 


при Кк+1>0, п > 0. 


а 
Полапая х = $,  находимз: 


———_ 
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ы ТРИГОНОНЕТРЯЧЕСЕТЕ РЯДЕ (РЯДН ФУРЬЕ). 


$ 1. 
Ваучен1е ‘инаезрала Дирихле (Пагась1е%).. 


Интеграломъ Дирихлэ назквается 


ь 
81 
ых. = $(.2)48 = Ц, 


==“ а 
7 


причеиъ предполагается, что 
Разсматримъ сначала частные случаи этого интеграла. 


1”. Положимъ 9(2). = 1. Чогда нывемъ: 


й З1па2 
ь = д 
1 ред ре С $ 


Положив 2 = ц, что можно сдълать, такъ какъ функшия 
-монотонная,. будемъ им$ть 


ш42 = да, 


а слАдовательно 


Гл 


ша 
ь= зи -— аа = „Е о пи аа = ны 


па 
Во мы знаемъ (пр.1 $ 8), что 


=. ах 
д Не -т, Г Зо 
- р 2 = а 2 


Пользуясь этими результатами, мы найдеме,. что если О<.а<.6, 


то 
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Г = = 
31012 З1аа За ^ 
Ь = пред. — 42 = —4&- Чи = 0; 
Ра = а ЕЕ 
| если а <. <.0,. :т0 
о: ый: ета 
002 109 28 
Ь = пред. д 92 Л аа — = да = 0; 
== а 2 о аа а 
если а=0, 6 >.0,. 10 
В 
20а к 
Ь а. Чи = 7 
а | 87 
о 
:если а <. 0,5 =0, то 
т” 3+ 
к 
а 
а г 
а 
Вообще 
0, если а и Б одяозо ‘знака 
Ь = Е 
|5 ‚о @сли а иди 0 = 0, причемъ по услов4ю а<5. 
2”. Ф(=)-:- конечна и монотонна въ промелутк® а 523. 


‘Согласно второй теорем®.о среднихъ 


вы) имземъ 
ь 

У Заае 
а 


гд8 а<&<.6. 


$(2) 42 


Е 
ых, 3 


ГДВ 


Боли О<а<.в, 


1рвд. ТТ: 
пес 


& слфдовательно 


51082 


0;: 


величинахь ($3 предвд. 


42 + мо 


гла- 


Перопишемъ это для удобства такъ 


Ф(а+0)т, + ФО)», 


о*, 
то ‘согласно 1`:. 


о 
51188 а. 
1ргд.` 1. = 0, 

пех 


= 679::= 


Ь 
81 
Ь = врна.. ыы $(.2)а8 = 0. 


== а |2 


Если а<.ь <.0, то тавже согласно $ имземъ: 


пред" ТТ: =О0,. Пред. 1+ =0, Ь=0. 
Гы в=* 


Если а=0,, 6 >.0,' 10: 


и 


Вред. 1. = 


О ь= м $ф(.+0).. 
ы 2 


Если а <. 0, БВ =0,. то 


и 


ред. ПО, о Вед. | Бы, ее" (50), 
р рвы 2 Ре 


Всли а<0, 6 >0,..:т0 
ь в 
$1002 81 
вв. - $(.2)4в = вл». ТИ (ваз + 
Вх „2 а „2 


в. 
+. в. И образ = 2 (0). +5 9640). = ТЫС. 


5а> 


Результатъ оказывается слъдующай: 


О,’ ‘всли'а и Б однозо ‘знана 


(+0), всли а=0, в >9 


п 
{9 (-0).,’ вели а<:0, Б=0 
'7,(9(-0)- +3 (+0), воли а<0, 5%. 


3”. Ф(.=). въ предзлахъ отъ а 20 ШБ не монотонная, но им#-— 
етъ конечное число шах1ша ‘и т1п1ша. Нустзь $(.2). достигаетъ пз- 
хашиш' а или ш1п1иш‘а при значен1яхъ 


% = ©} 6:65, °.... бы. 


Логда, разбивъ’промежутокъ отъ а до 5 на (0+1) проме- 
жутковъ, въ предфлахъ которыхъ $(2)- остается уже монотонной, 
получимз: . 


5 - 680 :- 


ь & ‚с: 
81182 В си в С? 3 ыы 
$(2)а2 = + тж = 
в а С Е са 9=0 с) 
прячемь мь считавмь а= с, 6 =с,.,. Примёняя къ каждому 
. промехутку результать 2” и написавъ, ‘что 


Ь 

51 9=а 
Ь = пред, Г ев (а) ав = 26, 
Реми а 2 9=о 
РАДА 6 
3+1 Зоо 
Вх = реа. Е $(2)а2, 
ро . 


„ закличаемъ, что если О <`а<ь или а<ь<0,. то воз ь = 
=0 и [=0; есаи а=0, Ь>0, ло 
п, $ 
= 7.9040), В =0 ()=1, 2, 3, ... в) 

и потому я $ 2+0); 
ебли. з<09, в=0, мо, ы 
= Ьв = /, $(-0), 
обтальные . ет 
у =0 (3=0,1,2,... 21) и Б= И» $(-0); 
если а<95, в>0, сто 


о. Ь 
Ь = вьеа. + но. = Е [9(-5). +. $(+0)]. 
а о 


Такимъ образомъ результатъ 2” не изм&нался. 


М с 

4°. Предположим, что $(2) вызеть вт промехутк8 а5 25 
конечное чисто такихъ тачекъ, въ которыхъ $(2) обращается въ 
безконечность, но интегралъ 


ЭДизаь, 


распространенный на область каждой такой тачки, имфетъ конеч- 
ное значен1е, Пусть так1я точки будутъ при 


дл, Ча ааа Зе, 4, 


лакъ что $(4)) = =, но Ик» лифетъ смыслъ. Разобьемъ 
интеграль между пред®лами ‘а и ь на нёсколько интеграловъ 
слздующимЪ образом: : 


= 881. = 
Е}. 9:2 4+ ии», 
7 <. 
Е ва аа Л л у 
> Ч: 4:+24 
42+ чо, 
42 4-Е 7 Че 


Зам$тимъ, что интегралы, стоящ1е въ правой части, 1-- ьй, 
3-1й, ... ит. д. не содержать въ своихъ предфлахъ безконечно- 
стей функцци (2), и къ ним приложимь результаты 2”. Повто- 
му можно написать: 


' 
. ы За в. 3=0 мы 
Пред, ас Ф(2)942 = [+ 1р6вд. >> + 


1% ‚а ; 1% )=а 4-2.) 


Ивтеграль, стоящ1й въ правой части подф знакомъ суммы, раз- 
ложимъ на два интеграла 


3 Ба 


$(.2)аз. 


„Вазсужден1я наши будемъ основьвать ва слфлующемъ предполо- 
эн{и: можно выбрать =) столь цаламъ, чтобы въ промелуткЪ отъ 
у до 4) функц:я 9(2) сохраняла постоянный знакъ. Тог- 
примёняя ‘теорему Т о среднихъ величинахъ, имземъ 


а: 4: 
В) 81 в] 
За Не Я. МЕ: 
4-29 а 


Замёняя въ послёднемъ равенств& 511 12 на 1 и & на 
$ - 23, мБ получимь веравенство 


9: а 
9 РР ой р 
!Г А № : |Г $( ла 
.й Че |. 
4-25 3 а 


ЕН 


2 1. сколь угодно малое при достаточно малонт в, такъ 
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какъ интегралъ 
аа» 


имфетъ конечное значен1е при обращен1и $(2)- ‘въ ® для 2 = 4 


5. 
На основанйи предндущихъ разсужден1й сумма ” 


можеть быть сдёлана сколь угодно малою при достаточно малыхъ 
=) и # (лакъ какъ число слапаемыхь конечное). 
Такъ какъ лФная часть нашего равенстна (*) не зависить азъ 


=5, то и правая также не должна зависть отъ 6%, са пстому 


Результать случая 4° савпадаеть съ 2° и 3° Отсюда 


?ворема. Всли при а <.2<0, 9$(2). имзетъ конечное число 
шах1ща ‘и 11012 и конечное число такихъ точекъ, гдё Ф(2)-= ®, 


но 
Шла» 


имзетъ смыслъ (короче, если $(2). удовлетворяетъ уславзямъ 04-— 


г1св]е%)., сто ь 
1 З1а 
пред. ео. а (раз = ь., 
неа 5% 


гдз 


О, ‘всли аи Б однозо знака 
729), вси а=0, 6 >0 
7.5 (-9), если а<0), 65 =0 


1:(9(30). +.(-0)], воли а<0, 6>0,. 
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‚ри атомъ $(-0). и $(+0) предполагаются конечными числами, . 
‘равными или неравными. 


$ 2. 


Опрвдъленфе коэффиивнтовъ въ трилонометрическихь ря- 
дахъ по способу Эйлера. 


Подъ именем рядовъ Фурье ‘разум®ются разложензя функцёи 
#(*). въ рядъ вида 
Е(х). = 2% Х (акСозкх + о,Заткх).. ... (*).. 


К=з 


Факъ какъ правая часть есть пер1одическая функц1я съ пер! - 
одомь 2,’ сз0 и лЪвая часть #(х). ‘должиа‘быть пер1одической 
функией, такъ что :(х). можно задать произвольно только въ 
‘промежуткй а 5х $ а+20, се для значенй У> 4+2. или у= 
=. в +. 2. + Уо: придется опредзлить Ё(х)- стакз: 


#(у). = (а 2. + уе). = Каму) 


Функц:я Е(х), представляющая сумыу триговометрическаго 
‘ряда .(”», графически будетъ представляться повторенфемъ без:- 
`зисленное множество ‘разЪ одной иотой же фагурв кривой у = '#(х)- 
при а 5х За.+. 2. :. 


Черт. 223. 


Предположимъ ‘для опредфленности, ‘что +(х) задана въ про- 
утк8 сть О $ х$ м, и прелположимъ заранёе возможность 
заожен1я #(х). въ орядъ Фурье и равкомЪрную сходимость этого 
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ряда (для того, чтобы исяно бвло его почленно интегрировать). 
Тогда мохно опредёлить коэффицаенты ао, а,, 6х слвдующимъ об- 
разомъ (Эйлерз). 

Для опредвлен1я а, умнохимъ об части равенства (”) на 
4х ‘и’ проинтегрируемъ въ предёлахь отъ 0 до 2: 


2. з о г. 2% 
д #(х)ах = 4.2. + $ [& Созкх ах + О алых =. 
о к-з о* о’ 


Посладняя сумма = 9, жакъ‘какъ каждый интеграль, входащай 
‚въ нее, равень 9. Отсюда 2 
=, = — Е(х)ах, 
о : 


Дия опредёлен:я 2, умнохимъ об8 часты равенства (*”) на. 
Созшх Чх и интегрируемъ въ -тВхъ же предвлахъь отъ О до 2п:. 
2к 


ак 
-Ё #(х)Созшх ах = кой: Созшх ах + 
о о 


= 2к. 2 
+. [Л ‘Созкх Созшх 4х + В, и: Ззакх Созшх =] ыы 
о о. 


К=з 
2п 
р Созшх ах = 0;- 


Но 


остальные интеграль правой части распадаются каждьй на дна: 


„2^. 1 2^ 
У Созкх Созшх ах = 5 к Соз(к+и)х ах + 
о- о 


1 = $ 0, если кне =ш 
и Созби-в)х ах = 
; °° о п если К=Шш,, 


2х. 1 2к 
-й. З41акх Созих ах = зд З10(ш+к)х.ах +. 


о о 

1 2к 

+. ый 1 п(к-а)х.ах = О0,. 
о 


2к 
ый. Э11(н*ш)х.4х = 0 


о 


такЪъ накъ 
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при всякихь значен1яхъ Ки а. 
Итакъ для опредвлен1я а, имфемъ равенство 


= , 
о Е(х)Созих 4х = адм, 


сткуда 
1 ‚к. 
‘ар = 2. #(х)Созшх ах. 
ъ5 
Дия нахохденая коэффипента 6 нужно помножить 008 части 
равенства \*) на З1пих.ах. „Тогда, подобно предыдущему,. най- 
дёмъ 
2% 2к. г 2к 
7% Е(х) За оах.ах = а Запшх.9х + 2 |а„/ Сових. БЗахаж+ 
°- К=л 6: 


о. 


2к а 2п 
+ ке зррих. Запах. а] =. 2 Г / зрокж.З4пах.4%, 
к=з Е о- 


такъ какъ 
= `\,. 


2к Як 
та Заах.4х = 0 и 5х Созкх.Б1шах.ах = 
© о 


кавъ мы видфли выше. 
Интеграль же, сзоящай при Вц:. 


1 5 “ с 
йх = 3 Соз(к-ш)х.дх — ры Соз(К+а)х.Чх = 
с о = 9 


2п. 
| 79 Заикх. БЛ ошх, 
2 
2 О, воли К в =Ш 
Г Сов(к-а)х.ах = 
о п, воли К=Ш 
Лаканъ образомъ 2п 
п. 


Е(х)ЗАпах.ах = од. 


Отсюда ь „2 
ера #(х)З1ошх.ах. 


Во 
с 
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$ з. 


Доказательство позо,. чао фядъ Фурье съ коэффицфентами,. оп- 
федъленными по способу,. унезанному въ $ 2, имъетъ сумну,. изоб- 
фожаемую Фунишей Ё(х). 


Теофема [1г1с01е%. Тригонометрическай рядъ 


4, + & (анбозкх + 5„З1акх), 
К=а 


ых, 
а, = =. \ #(х)ах 


1 2к 
на = 3 Е(х)Совшх.ах 
п : 
2к 


'гд8 


5 


У 
= Не Е(х)ЗЕпшх.ах, 
5 


[ЕС5-0). + #(х40)1 


иметь суммой: 


ана 


въ точкВ х,. взятой мехду О и к, ‘если въ атой точк® Е(х)- 
пизеть конечный разривъ; просто (х), сесли въ тачк8 х "Ех. 


вепрерьвна; и, наконеде, = 
3 
И2-[Е(+0)+Е(2к-0)] 
‚въ лачкахъь х=0, х= 2. 
Теорема предполагаетъ,. что +(х). (въ промежуткв 0 $ х $ Ж 
удовлетворяеть условзямъ 01г4св1еф (ом. теорему $ 1). 
Юоставимъ сумму (21+1) ‚первыхъ членовъ разложен1я 


п 
3.0%: = 2:* Х (акбозкх + вуЗлакх). = 


Е=з 
р. 


25 
. а 
1) #( в) аа +. И #( в) (Созкх .Созка+51икх. 51ако) аа = 
и. 


5 К=а 


учеч 


- 587 - 
57" "МС =] 
= - 2(а)4а |= + 2 Созк(а-х)| = 
С: 2 =: 


1 т. 320 вт (вх). 
5 НИ #(а)аа. 2 *).. 
к : 0-х 


Положивъ зеперь 9-х = 22, откуда имбемъ Ча = 245,‘ и‹из- 
мзнивЪъ соствётственнымь образомъ пред®лы, а именно написавъ 


х 
вмъсжо @ [6 3 =.- 3 
= @=2м. зав.- $ з 
получимь -: 
п-/. 
1 511( 2п+1), 
Зацьа = ы ааа $(.2)42, 
59. 
ГД» 
9(3). = Е ань. г. ыы 
3402 В ма : 


„Пусть сперна О <: х <: 2%. Тогда имбемт 


м„е. пред®лы инзегрирован1я не’ достигаютъ значен1й -п си +. 
„Въ такомъ случа8 


$(2). = = #(х+22) 
8112 
‘выподняетъ услов1я 0171с81е%, стакъ какъ 
#(ж+22). = (а) 


4 2 
по ‘теорем выполняетъь эти услов1я, а множитель "Е при 


*). см. "ВЕСТАЯ АЛГЯБРА" `4, 4, Адамова, ср. 19. 


остается конечнымь и кромё того имфетъ конечное число пах4на ‘и 
0121ща, 


По теоремз $ 1 сумма изучаемаго тригонометрическаго ряда 


п-7, 
81 
$ = 2280. Зодьа = 1260. 9 5-22 о(адаз = 
па ИЕ 2 
га 
1 
= 5 9(-0). +. 9(%0)1, 
(такъ какъ предёлы - 7: и п- а противополохныхь знаковъ). 


Обращаясь ‘теперь къ обозначен1ю (*'), находимъ 


$(-0)- = Е жо). 
$(+0). = (+0), 


и слздавательно 7” 
З= И» [#(ж0) +. #(х+0)] 
или 
$ = #(х). есаи 4(ж0). = #(ж40), 
л.е, если {(х). непрерьвиа. Отд®льво разберемъ случаи х= О, 
х= м. 
При х= О имфемз: 


к 

1 310(20+1) 2 

Зада = зу => #(22)4& = 
$ 8; 


у З 
д 2 Зрабаьные (авзав в 311(20+1)2 #(оззаз. 
п 


5122 182 о 


Положивъ въ посл8днемъ интеграл» 2= п-2., перепишемъ на- 
ше равенство такъ: 


и. & ( 
1 2 5311( 20+1),2 
аа а ы + 
Зёцна т Е Е(22) аа 


п 

И 

> 340201): Пе Ра 
— Над, 


Факъ какъ верхн1й предёлъ < к. т9 по предьдущему азслздо- 
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‘ван1ю $(2). остается удовлетворяющей уславтямъ 01г1св1еф, и 
„потому ы 
+ "2 51 
=3ед. Зыь. = 8= ред. > 282 (ра)аз +. 
Е ш== П,/ о 342 7 


п, 
= 
т `? 31002: „ Ват 51 
+. пред. Я др 2к-2а)4а, = 5 #30). + 5 (2-0). 


а 
(по теорем8 $ 1,. Ь, = /›2(+0). при а 
При х= 2%. ‘имвемъ: 


1 ты , 
ЭЗаа Я Иа А ризав. 


0, ь >, 0).. 


—к 3102 
Отсюда,. полагая 2=- 2:,. находимз: 
к 
у р 348(2041)2; 
За = м ЕЕ в Эа: 


Согласно случаю х = 0,. зам$няя входящую туда функл1ю 


#(22) ма #(2-22:), 
имземъ 


3 = ред. Зына = И» [#(2п-0). +. (+0). 


Заипчане 1. ‘Воли ‘#(х)- задана въ промехутк® а $ х $ а+2п 


и удовлетворяеть услов1ямъ ^ Оаг+свеф, 20 ‘тригонометрическуй 
рядъ 


2. +. Х (ауСозкх +. о, 1окх),.. 


К=з 
гдз 1 @+2п 
аи з =(х)аз 
а+2п 
т 
а; = Е #(х)Созкх.ах 
к 


с 


1 а+э2п 
к + -#(х)З1акх.ах 
т: 


644444445 3-- 


иизетъ суммой 


`"ВЫСШЖАЯ ИЛТЕХАТИКА". Проф. 4,4. АДАЦОВЪ. Лисаъ 44. 
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7% [ЕС-0)- +. #(х+0)] 


въ ‘точкахъ конечнаго разрыва, +#(х) свф с тачкахь непрерывности 
и 


7, [Сено + Е(акча-0)] 


ка границахъ промежутка при х=а ий х= 9+2. 
Доказательство подобно предыдущему. 


. Эвмпчанае 11. Пусть {(х) задана въ промежуткё ах 
й удовлетворяет» условаямъ 01г1сп1е%. Введемъ новую перем нную 


2к, 
Е Х 
Тогда при х=а, имфемь 
ак Е 
В а= о. 
у а й 
при х=о, имфемъ 
2к. 2к 25 
у = о = ——— (0-58). = 21 +. -а= м +4 * 
Ь-а Ё] т ® 


и,слАдовательно приходимъ къ замфчан1ю Т, когда функц!я 
ая 
Ку) = + [=] 


задана въ промехуткВ значений у отъ а до а+2к. 
Согласно замёчан1ю 1, каходимъ 


5 - . } 
#(=). = 8] а = В(у) = м. + (акбозку +: БуЗаику), 
Г Е=з 
ГАА : @+2к 
м Е(у) 4. 
ао Ел (уу 
Р 1 Ч+2К 
(==) ак = Ее В( у) СозКку.ау 
х а 


а+2к 


ъ сы 
5к = ее (у) З1аку.ау. 
Веб 
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„Возстановляя х, имЗемъ: 


= 
2пкх 2ккх 

Е = ‚+. 5 . + 6. —-|. = 

(х) 2 р [ Соз Ее вк. За ии | р 


'Вводя новую перемённую въ интегралы (*"); 


2 
= г 
у тей 
будемъ имёть 
при у =4 .. зх=а 
" у= ок ос: ео 
2к 
4у = —— 4х 
5-а 


В(у). =, Е(х). 


Отсюда получимъ новыя выражен1я для коэффиц1ентове: 


1 Ь 
а. = -— #(х)ах 
5-2“ а 
‘р 
2 . 2 
(==). ак = Е Е(х)-.Соз [2% | ах 
: а 


ь 

а [2 1 
Ь = Е(х)..81 т . 
ТЕТ ь (х).. 320 вх || 8 


Итекъ, если функц:я #(х). задана въ промехуткв а 5: х5ь, 
то она разлагается въ рядт вида 
= 


(0х) = ‘в,+. % [вк-бов ( 
К=з 


причемъ коэффицтенты 3,'а», 6, опредвляются формулами (*"'). 
0 [99 РАЗЫ 


2ккх акхх 
+ 
ЕЕ =. 2.540 те >], 


$ 4. 


Примеры. 


1°. Вазложить в% рядъ Фурье функшю Е(х). = т, залааную 


698: 


‚ВЪ промежутк® 0 <. х <. 2. 
Опредфлимъ коэффиценты ряда Фурье: : 


2к ге 5 созкх.ах = 0 
п 2 
о 
2к 
ь ь: / — Заркх ах И 
тЫ 9 19 ь го 


Рядъ будегъ имёть выражев1е 


Зах  5402х '5113х 


а = (1) 


ога 
= 
53 
© 


х 
Вго сумма 5= 5 8% промежутк8 О <х<. 2, и 


За 110%] = : 


лри х=0, х-=. 2. 
Итакъ, при О <х < &м. имбемъ разложен1е 


Там Заах $112х  З103х 
2 2 1 2 З р 
к 
При х= 7 получавыъ рядъ 
9 а з 
И о 
4 
Е хе. 
‚при ие: 
а 


а 2 2 з 1 я ‚2 
тн А-а И: И тт 


Песнетрически сумма ряда (1) представится въ видё разрыв- 
ной лин1и: (черт. 224). 


Олдзльно стоящёя точки изображаютъ сумму ряда при 


ль ри, ЗИ О АИ, Фобих а 


2° разложить въ рядъ Фурье функц:ю #(х) = и, заданную 
въ промехутк& -к. 5 х 5 + п. 
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‚ЗдВсь а= -—ю, @+2п = +п. Коэффицфенть ряда будуть 


+ 

о 

ыы ра Е] 
и к 4 

‚а = И. х*Созкх,ах = (-1). = 
ЗЫ 

к = - У ЖЗ10кх.ах = 0. 
ан 


При -—^, 5..х 8: +1, имбемь 


т .=- а. [92 © И п. 


Ч Е 3* 4 
Толагая х= к, получимз: 
Тм а п? 
+. +. +. 4.... = =, 
В ПЗС 6 
еее 
‚Черт. 224. 
При х=.0,. имфемь:: 
1 м 1 п? 
1-ти, в. 
И 12 
к. 
При х= 3 ‚ ‘имвемъ 
аа у 
+... в А. 
Ее 16 


Пеометричесви сумму ряде (2). можно представить въ видв не- 
прерывной лин:и (черт. 225). 


3”. Разложить въ рядъ Фурье функцзю #Ё(х), заданную сл® - 
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дующимъ образомз:. 


1(х)- = х в* промбхулкь 0 3х3 : ы 
Ех) = п-х з " ис 
2 
ы 
ДАЛА 
„Черт. 225. 
На чертеж зто представится такз: 
| № % 
Черт. 226. 
Здзсь а=0, Б=п, Баз=м, и слёдовательно 
2 
ВАТ 
2-а 


По формуламъ замвчантя (2) имфеыз: 


зы аа и 
хах й — Х, 1-3 


ао. -= 
ак = Е И х.Соз2к.ах *е. (^-х)Созакх. < 
к 
Ге 
"2 
9, если К челное 
=: 2 
- „ К нечежное 
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2 и ь 7 
%щ*- [Л х.З182кх.Чх ./ (и я) заших. ах] =. 
п, 


= 
` 2 
Искомый рядъ будетз:. 


С. ` 
О 1-2 95 +. 5983х , Соз5х ар ] с: 
4 БАЛ 3 5* 
Г ас Ох 
.. 2 
п-х, | хз 
2 
$ 5. 


Роевномьфная сходимость рядовъ Фурьв. 


Приведемъ безъ доказательства еще слздующую ‘теорему: : 


Теорема. Рядъ Фурье оказивается равномёрно сходящимся и 
можеть быть пачленно интегрируемъ въ томъ промехжутк®, гдё #(х), 
удовлетворяя прочимъ услов1ямъ 01г1св1е%,. остается непрерывной. 


Пфимпр%. Имземъ рядъ (2) 


ты о $ 


2 :. я 
за 2 5-4 98 Созах ‚ Сэ33х _ ыы 


для разложен1я функц!и 
#(х)- = хе 


„В промежутк8 —к. < х < +. к 
Макъ какъ Г(х). = х* удовлетворяеть услов1ямъ теоремы, то,. 
интегрируя данный рядъ отъ 0 до х $1, получим: 


пех т [#2 З112х -, $113х  З1а4х 1] 


э 
х 
= = — о 
3 


Е 1: 5 3* 4 В 


Отсюда можно составить сумму ‚ряда: 


З0х 5112х ы 53103 5104х р: 


а тя 87 4> 


к, 
При х= 5 ‚получимт:: 
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ИСЧИСЛЕНТЕ КОНЕЧНИХЬ РАЗНОСТЕЙ. 


$1. 
Опредъленфе ‘и @вь основныя формулы. 


Опьвдтиен16. Конечною фазностью или просто разностью функ- 
щи {(х). называется 


(жа). - 40). = ДЕС), 


‘'гд8 В означаетъ число постоянное для даннаго вопроса. Ваз- 
ность отъ 1-0й ‘разности называется второй ‘разностью ‘и обозна- 
мается 


4°#(х): = В(ВЕСх). = АЕ(к+а).- ВЕ(х). = 
= #(ж+2а). - #(х+в)- 


—- ‘Е(ж+в)..+. #(х). 


„АЕ х). = Е(ж+2в).- 28(ж+а). + #(х).. 


Разность отъ второй разности называется З-вей разностью 


и 


^ КАЕСк)- = ВАТ ж)] = ДАР жна).— АС). 


1 


‚= (+38). - 2Е(х+2в)..+. "(С хжа). 
— (ж+2ь). +. (ча). - -Е(х). 


м —-=—-, 


А®#(х). = Е(х+Зв). - З#(ж+2в) +. ЗЕ х+в).- Е(х).. 


„Вообще 
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-В 


& Е(х). = ча): - 1 (жет в). + о 


Я в).- 


- кеЕе (ле в).+... + (-ПКЮ...... (а). 
„Зам&тивъ очевидныя формулн: 

да{(х). = а/Е(х), 

ВЕ :(х)- + Е»(х) = В1(х). +. ВЕ» (х), 


на основани ихъ выведемъ фориулу (11) для выражензя ‘#(х.+-0в) 
зерезъ 
#0). и М0), Ах), .... ВК)., 
Имёемъ: 


'4(ж+а). = Е(х). +. Ах): 
#(х+2в) =  Е(Сжжа). +. ВЕС жена). = Ех). + Ах). 


+. АЕСх). + Ах). 


(к). +. ЗА(х)- + В*(х).. 
Е(х+Зв)- 


и 


-Е(ж+26).+ АЕ(х+2в) =, #(х). +. 2АЕ(ж)- +. ДЕС). 


ОС 


и 


Ех). +. ЗА (к): + З4* С). + 4% (х).. 
Ясно,. что въ общемъ случаз получимз: 


"ЕСжнав) = #0). +1 АЕ(х). + ие В%#(х). +. ... + д7Е(х-. (11). 


$ 4. 


Разности проствйшихъ функцеа. 


1°.. #Е(х). = (жа) (хж-г-в)(ж-а- 26)....... (жа- 0-1 в). 


Факое ввражен1е называется факиорфаломт. 
Составимт разность этой фувкши 
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&+(х). 


#(х+а).- Е(х) =. (хна-а)(ж-а)(ж-а-в).... (жа-й- 25). 


- (=э(жа-в)...(ж=а- 8 в) (жа-в1 в). 


(жа) (жа-в)... ((жа-т-8 в) [х+в- =-хча + 181] 


и 


и 


и 


ав( жа) (жа-в).,..... (жа- щ-2 в). 


Зампчанв. Разность цфлой функцёфи удобнёе всего составить, 
разлохивъ цфлую функц1ю предварительно на сумму факторталовъ. 


Примпр®. Дана функц1я х*. Воли положить В = 1, то будемь 
иИМЗТЬ 
х = (же. +х 


Ах* = 2х+.1, 
‹а при произвольномь В 
х = х(ж-в). + 0х 
Ах з Вах”. 
Подобнымъ же образомз: 
х а х(ж=1)(ж2) +3х(ж-1). +. х 
Ах° = 3Зх(ж1). +.3.2х +.1, свели в=1. 


Разлолен1е функц1и на сумму факторфаловъ ‚производится при 
псмощи метода неопредфленныхь коэффиц1ентавъ; наприм., во вта- 
‘ромъ случаз слёдовало бы написать 

х° = х(ж1)(ж2). +. ох(х-1). +. Вх. 
'@равнен1е коэффиц1ентовъ при различныхъ степеняхъ х ‘даетъ 


д = 3, В = 1. 


Ех). = = —0—д_д__д_д_дкк0к0к00в00т 


(жа) (жа 4-6) (жа+.25).... (жа + В). 


Имвемъ 
АЕ(х) = (жа) - Кх) = 
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ИС АВ 
— Са ОЕ а+28)...., (жа +06). 


1 
РЕ, 


(жа) (жа+.1)(ж=а+.25)....(жа+-1 в). 


х-а- Вы а а- _:08 
(8) (жа) (жа +. 28)...., (жаз. ив). 


я 1 


ка) (жа) (жа + 28).... (жа + пВ). 


Прими ®. 
1 -3 


д кы 
- х(ж+1) (+2). хот) (х 2)(х+3). 


‘'Зампчанзе. Вазность дроби: 


#(х). = 
(жа) (ж=а+.8).... (жа+. 21 В). 


удобнзе всего составлять,. разложивъ #(х) на факторхаль, 
прим ръ: 


< хн1 _ 7 4(42)-* (41) (х+а). _ 
х(х+1)(х+2)- ж(х+1)(ж+а). 
а Не 
х(х+1)(х+2) х(х+1). Е 


3°'. пусть #(х). =. 1”. Логда 
&4(х). = ш - шо = вн. - 1).. 


4?'. #(х)- = ЗЗах. 


В `В 
&4(х). = З1а(х+в) — 810х = 23а 3.608(х +. 5) 


В 
‚Зам няя х на х- 5, найдемз: . 


в Г 
АЗ1а(х — 5) = 2311 5.бозх. 


5°. Е(х) = Совх. 


на- 
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АСозх =. Соз(х+в).- Созх =- 2311 с.заа(я „>. 


`В 
'Замёняя опять х на а ‚ найдемъ 


В В 
С --):=- 2340 2.З4пх. 
Абоз(х 5) 2830 5.ЗЗ0х 


$3. 


Формула Ньютона для интезрированая ‘черезъ равные ‚про- 
межутки, блучай одной пефемьнной. 


Поставимъ задачу: . найти пёлую функц\ю степени ‘1-ой (или 
ниже), которая при х= а, а+й, а+21, `.... ажав иметь даннвя 
значен!я: - 

(а), авт. Е(а+ив). 


‚’Представимъ искомую функи1ю въ видз суммы факторфаловъ: 


+(х) = %,.+. 9.(жа). +. 9,(х-а)(ж-а-ь). + @з(х-а)( х-а-В)(х-а-20)+ 


+..... № бое а)(ж2-Ь)...... (жа - ТБ). 
Составимъ разности: : 
АЕ(х). = @зВ +, @».28(ж-а).+. @з.Зв(х-а)(ж-2-в) +. ..... 


..... бр. ПВ (жа) (жа-в).... (=жа- 26). 


А*Е(х). = 9».26.0.+. бь.Зв.26( ж-а)..+*..+О1.п(п-1) (жа)... 
„... (жа - №8 -в),. 
А?Е(х). = +. 6».36.26.6 +..,.*: Чд.пь. (0-1)6.(1-2) п. ж-а)..... 


„.. жа 4 Ь)., 


Ах). = + бр. ,.(2-1)8.(1-2)в:.. 26.6 + О,.в.(п-1)а + 


+ (1-2)0 .... 28(жа).. 


- то2- 
Вх) = + бы.пв.(л-1)а.(в-2)ь .... 28.5. 


Полагая теперь х = а, опредфлимъ изъ этихъ формулъ всё не- 
извёстные коэффишенты: 


3 

4%, = (а); а, = и. 

мы 1.2.3.в 

а): 
@ = ь :$1 Е 
| 

4* (а) А (а) 
а, = =; ты ть 

1.2.6 2 -В. 2х. аб 


„Входящ1я сюда разности 
АЕ(а),. В* (а) ..... Аа). 


мы имземъ возыожность вычислить по формул» (1) $ 1. 


Итакъ ы 
2 2. 
(к): = а... Ва). (аа в) ‹ & (а), 
1 1.2 52 
‚ 5-28-52) а), 
1.2.3 5° 
„ба... (а - ЕТ АК 
1:2:3... в НЫ 


Это и‘есть фофиула Яъютона для интерполирован1я черезъ рав- 
ные промехутки. ‘Она точна ‘для всякой 0$лой функп!и степени п-ой 
и ниже. 


Пусть теперь ищется н8которая неизв®стная и -- В(х). по 
данным (0+1) значентямъ,. соатвётствующимь 


хХ = а, 2+6, 8+28,-.... ажав, 
1.6. по ‘даннёмЪ 
Р(а),. Р(Сача), ..... Р(а+ав).. 


Если мы построимъ по формулз Ньютона цфлую функшю Е(х)- 
степени п-ой по ‚‘частнымъ значен!ямъ 


Ка). =. Е(а);: Е(Сажа). = Р(а+в);. .... '#Сачай) = Р(а+пв):, 


то равенство 


ПИН роЧрОрС 2 


= 208. -- 


Р(х) = ‘#(х) 


будетъ точнымь лишь при х= а, 2+1, ... 2*08; при остальныхь 
же зночен1яхъь х равенство долянс быть вида 


Р(х) = Ех). +. Вы(х), 


гдё З1(х). ‘дополнитьльный члент. 
Такъ какъ Р(х). = Ех) при хата, аж, ... афов, сто 


Вр(х). = 0 
при атихъ значен1яхь ях; следовательно, момно написать 


(жа) (жа-в) (а 20)....... (жа-вв). 


Ко 1.2.3... (0+1)- с 


гд8 К неизвзстное пока число. 
„Введемъ функ! ю 


$(2). = Е(2)-- Е(2)-- Во(а).. 
Эза функшя 


$(2)-= О при 2 = хх, а; ата, ...затав . . (*). 
ПримЗнимт къ ней теорему Ролля: 
$(2) иллеть 0+2 корня (*).. 


Ф' (2) " 1+1 корень и вась они заключаются мехду наи- 


* 
Фольшииь и наименьшимь изъ чисель (”) 


$"(2)- ' | корней въ ‘аомъ хе промежутки 
4" (2). о ро , , 
в ° " 1 корень " „ 
Но 
в) р 2). $ 24 „) ее 
причемъ 
#2) РИ 


такъ какъ #(=). функшя п-ой степени. 
Пусть корень функи1и 
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0+ 2 2 


‚есть Е, стакъ что 
уе Е 0 


Отсюда нахсдимъ 
а). 


же. жа АР(а). (жа) (х-а-в): А®Р(а)- 
Р(х)- = Е(а)- ы 3.2 г + а “ро +. 


‚(5 8.... а ить). Ра) 
Е рААЕГ а 


(х-2)(х-а-в).... (ж-а-ов)- (щ+з). 
к. 1.2.3... (1+1) .Р (=).. 


Эта формула называется формулой Ньютона .сЪ дополнительнымъ 
‚членом. ь 


$ 4. 
Формула Въютона для случая двухъ перенпнныхз, 


„Возьмемъ функц1ю 2-хъ перем®нныхь +(х,у). Вясчастная раз- 
ность по х будетъ 


Ах, у). Е(хжа, у). - (х, у) 
‚частная разность по у:. 
АуЕ(х,у). = Е(х, учк) - Е(х,у).. 


‚Составиыъ частныя разности второго порядка: 


ВухЕ(х,у). = Е(ж+ь, у)-- 2&( +в, у). + Е(х,у)- 
ел. #8. СТ) $1] 
АФУ, у) = х, у+2к)-- 2Е(к, учк). + Ех, у). 


АхуЕ(х, у)- = Ау(АхЕ). = Е(жчи, у+к)-- (к, учи). — 
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— ‘Е(жжы, у). + Е(х,у) 
АухЕ(х,у). = А(АуЕ). = ЕСжна, учк)-- ЕСхча, у).- 
- Кх, ук) + Е(х,у). 
Сравнивая послфднзя одна выражен1я, заключаемь, что 
Ву = дух. 


Переходимъ къ частнымт ‚разностямъ 3-го порядка. „Частныя 
разности 
ов Г 
АхкхЁ(х, у), ДуууЕ( ку). 
находятся по форм. (1) $1. 
„Далзе имземъ 
Вхху = Р(ж+2ь, у+к).- 2Е(жчи, у+К). + Е(х, у+к). - 
— Е(жчав, у). + 2Е(хжа, у).- #(х,у).. 
Легко уб®диться, что и для З-ихъ разностей результать не за-’ 
ВИСИТЪ ст порядка, т.е. 
5 з 
Ахху = Ахух = Дух. 
Такяе легко провфрить, что для составлен1я разности 


ш+0 

А Е(х, у) 
рт 

ху 


нужно имёть (ш+1)\0+1) застныхь значен1й #х,у): 
#(х+ыв, у+уК), гдЁ ц=О,1,4,3,...ш, у = 0,1,2,...1. 
Пусть для #(х,у) задань 9 частнвх»т значен1й: 
Е(а+2в, 0+2к),  #(а+20, о*К), Е(а+2в, 0) 
#(а+в, 5+2К), Еачо, Б+К), Е ачь, в) 
(а, о+2К), (а; 0+К), За» 5)’. 


Разсматривая у, какъ параметръ, не зависящ1й отъ х 10 
формуле Ньютона $ 3 оспредзляемь {(х,У) по трем значен1амъ 
#(а,у), #(а+ь, у), #(а+2в, у): 


"ВЫСИАЯ МАТЕМАТИКА". Проф. 4. 4. 4ДАНОВЗ. Листъ 45. 


оке: 
(у) = Мау) + 2 Ада, у) , (жа (жатв) Джиа, у) 
х т Г я и ^ 


Функици #(2›у) опредзляемъ тремя частными звачен:ями 
Ка,Б), а, 5+6), (а, 5+2к) по той же формуле Ньютона для 
одной переменной ($ 3): 

- в у-ь Ду#(2,0) , (у-Б)(у-Ь-Е) `дуу(а,5) 
(а, у) Ка, 6) + Е = а ИН к ’ 
причемъ 
Ау#(а,6) и ДууЕа,) 


могуть быть выражены черезЕ Ё(а,6), (а, 5+к), (а, Б+2К). 
Далзе находимъ 
о Джу(а,ь) 


Вх(а,у) = А.Ёа, о) ее г 
‚ ооью › Ажуи в) 
2 ке 
ь Да Е(а, в) 
АухЕ(а,у) = Даз(а,) + = : жека 
ЕЕ Аакуу 
1:2 к? - 
Окончательно: 
х- Ах - р 
ЕоБу) = Цыь +. сие , а , 


‚ака дяка,В) , (жы(9-0) Взуаьо) 


1.1 В.К 


ивы ть, о и 


а з к 1.2 р ь*.к 
ха був бу-ь-к) бжууй а), 
7: 1.2 в.к* 


т: 
ею сняв СБЩЫЮ ВИОмЫ 
1.2 1.2 52 к? 
всв разности, которыя сюда входятъ, по 9 даннымъ значен1яме мо- 
рутъ быть опредвлены. 
Эта формула является точной для пзлой функш!и степени вта- 


О 


рой относительно х ч #2-0й относительно у, такъ какъ подоб- 
ная функцая содерхитъ 9 членовъ [столько, сколько изъ въ пра- 
изведенаи (ох*”+Вх+у)(а:у°+В учу,)] и, следовательно,  вполн® 
опредзляется 9-ью частньыи значен1 ями. 


Зампчанев. Если бы, кромз задан1й 9 значен1й, были заданы 
еще 3: 
(а+Зь, 5+2К), #(а+Зь, 5+К), Ё( а+3в, ь), 


то нетрудно убздиться, что въ предыдущей формуль прибавились 
бы члены: 


+ -Ь Ажжхуй (вв), (ув) (уь-К ‚ Зажннй(ьв) 


1 п°.К 1.2 5°.к* 


такЪ какъ тогда пришлось бы написать: 


жа А1(а,7) , (ж-а)(жата) Аха» у) 


Е(х,у) = Е(а,у) + т? т ее: оке г. 
== 26) 65,9), 
1.2.3 52 
ГВ р 
у-ь Ау(а,ь)  (у-ь)бу-ь-к) уу а,Б) 
О + вене ин 


и эта формула была бь точна для пвлой функифи степени 3-ей ст- 
восительно х и #-0й относительно у, 


Неопредвленния суммы. 


Опредълен1е. Если 
АЕ(х) = #(х), 


то ГР(х) называется неопредпленной суммой или просто суммой 
для Е(х): 
$ Е(х) = Ех). 


= тв < 
Феофема. Ланной Функш!и #(х) отвБчаетъ безчисленное ино- 
жество сумыъ Р(4х), которыя всв отличаются другф отъ друга 
прибавкой перфодической функц!и отъ х ст перфодом в. 
Двйствительно, пусть Х Ё(х) = Р(х), гдё Р(х)‘- одна изъ 
иИзЗВЗСТНЫхЬ намъ сумыъ, и % Ё(х) = Р.(х), гдз Р.(х)- всякая 
иная возмомная сумма. Эти сумин долянны удовлетворять услов1ю 


ДР(х) = Е(х) 
ВРз(х) = #(х). 
„Вычитая одно равенство изъ другого, получим: 


АР:(х) - АЕ(х) = 0 
или . 
&(Р.(х) - Р(х)] = 0. 

Если ПОЛОЖИТЬ 


Е.(х) - АЕ(х) = ч(х), 

то 
Ду(х) = 0 

или 

4(х+а) - +(х) = 0, 
сткуда слфдуетъ 

9(ж+в) = ч(х), 
т.е. У(х) есть перфодическая функи:я съ пер1одомъ В. 

Итакъ 

Р,(х) = Их) + ух) 

или 


Ех) = Вх) + ч(х), 
что и требовалось доказать. 


Слпдствфа. Если мы будемъ девать х лишь так1я значен1я, 
которыя отличаются другЪ отъ друга на кразныя В: 


х = а, а+в, а*2в, а+3Зь, 
или 
а-в, 2-25, аЗв, ...., 


ло ч(х) для всфхь этихъ значен1й имфетъ одну величину: 


У(х) = %(а) = С, 
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и тогда предьдущая формула принимаете видъ 


ЗЕ(х) = Е(х) + С, 


причемь ДР(х) = Е(х). 
Здзсь можно замвтить полнук ‘аналог1ю съ формулой интеграль- 


наго исчислен1я: 
Ук» 9х 


АР( х) 


и 


Е(х) + С, 
ГД 
Е(х)ах. 


Теорема. Дфйств1я А и $ суть обратныя другъ другу, Т.е., 
произведенная послзловательно надъ нзкоторой функцзей, они ‘воз- 
становляютъ первоначальное значен{е функи1и (если не считать 
прибавки постоянной). 

Льйствительно, пусть 


АЕСх) 


Ех) и 5х) = Р(х) + С. 
Тогда имвемъ 


АЗЕ(х) 


МЕСхк) + С} = АР(х) = Ех), 
ЗАРСх) = ХЁ(х) = Ех) + С. 


ЕВ 
Суимы простпйшихъ функций. 
в. Сумма 
Х аЁ(х) = ах 1(х), 


гд8 а постоянная. 
Действительно, имёемъ очевидное равенство 


А аР(х) = а^ Р(х) = аЁ(х). 
Веря ‘теперь Веопредзленныя суммы, получимъ 
Я аЁ(х) = ЗА аР(х) = аР(х) = ах Вх) 


(постоячная содержится въ самомъ знак® неопредвленной сумиЕ). 


г 710 = 
2’. 
2(#(х) - #,(х)].= $ #,(х) + 2 ЕЬ(х). 
Доказательство подобно предыдущему. Имземъ 
АР.(х) = #,(х); ЗР,(х) = Р,(х) +С 
АР»(х) = Е»(х); $ Е»(х) = Е»(х) + С 
& прилагаемъ формулу 
АР.(х) + Е»(х}} = АР.(х) + АРЬ(х) = Е,(х) + Е»(х). 
Озсюда, беря сумми: 
$ [1:(х) + #„(х)] = & МЕ,(х) + Е,(х)] = 
= Р.(х) + В,(х) = 2 #:(х) + $ Е»(х). 
3”. Найдем» 
$ (жа) (х-а-в)...... (жа- 81 в). 
Аля этого воспользуемся формулой $ #2: 


&(=-а)( ж-а-п)...(ж-а- 0-1 в) = пв( жа) (х-2-в)...(х-а-п-28); 


отсюда 


ов 5(ж-а)(х-а-В).... (х-а - 1-2 в) 
= (жа)(ж-2-в)..... (жа- 1 В). 
Мзняя п на 1+1, получимъ 


2(жа)(х-а-в)...(ж-а-п-1 в) = (жа) (ав... (жа-вв) 


(0+1) 6 


Замфтимъ аналог:ю съ формулой 


Заипчан1в. `Сумия отъ цълыхь функп1Й улобнзе всего находить, 
преднаризельно разлохивъ функп1ю на сумму факторгаловъ. 
Авя примзра найдемъ 2х* и 2х°. Имемъ: 


а) хо = ж(ж1) +х [= 


1)(х-2 Е 
5х° = 5-1) + 5х = 50-1) (2-2), ж ке ы в 
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7 Же [2х-4+ 3] 


В) х = х(х-1)(ж-2) + 3х(ж1) +х 


х(ж-1)(х-2)(х-3) + 3%( 1) (= 2), х(х-1) 


Арс р Ро 


4 з 2 


‚2 
Е И о ва [=]. 


4°. Пользуясь формулой $ 2 


ВЫВОДИМЪ 
о + 


(х-а)(х-а+в)...(х- а+ов) Сажать). камин о 


и мвняя въ послздней п на 1-1, получимъ 


(жа) (жавв)... (жази1 в) > 


(1-1) в(жа)(х-а+в)... (ха + 2 Ь) 


ь к 4х 
(аналог1я съ формулой У =... 
я : 
1 
'Выведенная. формула не имзетъ мёста при п=1,и сумма # ЕР 
есть особая трансцендентная функц1я. 
Г ал 
5°. Изъ формуль Ах = ш (ш-1) находимъ 
в х х 
(в -1) 2 =ш; 


а 
отсюд х 


х |] 
> зака К 
21 


Г в 
6°. изъ формуль АЗащх - гы 2510 > Созх находииъ 
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2 Созх = Зах %,) 
2511 т 
7°. и 4 й 
‚ Изъ формулы АСоз(х- /») = - 2330 /, В11х находимъ 


бев(х - ,) 


$ их = - 


2510 у. 


$ 7. 
Опфедтленнил: суммы. 


Опредплен1в. Опфедвленной суммой называется сумма вида 


= а+ой 
Ка + Ца»... + Цви-1.8) = 2 0х) 


а 


[слзлуетъ отызтить особенность обозначен1я: верхнёй предёлъ 


азов на п больше послздняго аргумента функизи #(х)]. 


Теорема. Опредзленная сумма 
а+о8 
$ Ех) = Р(ажов) - Е(а), 
а 


гдз Р(х) обозначаеть неопредзленную сумму отъ #(х): 


Р(х) = 25 Ех). 


Доказашвльство. По опредзлен1ю имёемъ Е(х) = % #(х); 


от- 


сюда ДР(х) = Е(х). Выпишемъ теперь значензя #(х) для х=а, 


2+1, .... а + 0-2 В: 
х #(а) = (аз) - Е(а) 
Е(а+в) = Р(а+2в) --Ё(а+В) 


Е(а+0-1 В) = Р(ажов) = Р(о+11 В). 
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‘Сложивъ почленно эти равенства, найдемъ 


з+а8 
2. #(х) = Р(а+пв) - Е(а), 
а 


Что и требовалось доказать [аналог1я съ формулой 
Г 


й. Еодах = ВСВ) - Е(а), 
а 
гдв аР(х) = Е(х)ах]. 
Шримпфъ 1. Арифметическая прогресс1я: 


а+ (2+6) + (а+2) +... (ва+ 51 В) 


пы ОЕТАИ 
РИ 2. 
Лримтфъ 2. п 
Е 
К. 


- ъь. „082 1) 95 
з 6 
Примпфъ 3. 

| |] 
АР РТ: Е [ Ее, у" 

м 2 о 
[5] (1+2+3+ + 0-1)" (см. 3 $5). 
Шрихиръ 4. 


1.2.3 + 2.3.4 + 3.4.5 +... + (1-2)(0-1)0 


ее О в 
а < 4 з 
= Чери ыы (34865 вВ=1). 


Принт» 5. 


ВЕСЬ 
х(х+1) 
а 
а х(х+и) 
з 
2 


о 
* Х(х+3)(х+6) с» х(х*3)(х+8) з х(х+3)(х+6) 
Е [ нее МВ }. м... Г от 
х(х+3).6 [+ х(х+3).6 |1 х(х+3).6 |. 
1 [ + 1 1 ] 1 : 2 : 
з- ++ -- ш = +-+- = 
614 10 18 а РВ 1 
и ЖжЫ 
12 95 1980 
Примир» 8. и м 
|] _. 
пена т 5 = |9] Е 
о 911 9-1 
Примпръ 9. 


1+ Созь + Соз2ь + СозЗь +... + Сов в-1 В = 


РА 


= $ Со5х 
о 


} й 
З4п(в- И») в + 51а И» _ 


ал 


^ 
= /, + Созв + Созёв +... + Соз(1-1)й = 


`Примифъ 10. Е в ов 
Зов + 51028 +... + 511 1 В = $ Б40х = 
[2] 


и. 28 _ сов ®, - Сова - УВ 


я зан 2, 1 253в 9, 
са Е 8 (1) 
Е" РЕ К 
З1а й 
$ 8. 


Фофиула Эйлера (Хаклофена) для выраженн суимъ че- 


$еэ% интел ралы. 


Всли мь имфемъ нзкоторую цфлую функцаю Р(х) степени (0+1), 
0 ея разность ДР(х) можно разлолить въ рядъ по формул Тей- 


лора; 
* 2 
АР(х) = Р(ж+в) - Р(х) = ВР (х) + 5 №"(х) + 


з 0+1 
ее ВОНИЫ СЫ ге те 


1.2.3 Е ЕКА Е 


Пусть Е(х) ‚дзлая фувЪ1я степени п-ой, Полагая въ преды- 
дущемъ разложен1и послздовательно 


& > п-а (0-*) 
В(х) = Ед годах, Я(х), (к), дв $ (х) 
а 
и соств®тственно 


шк м 1-1, 10-2, а 9, 


найдемь такой рядъ формулз: 


Е а 


1 х+а в 2 
—. ЕСах = Ех) + — #(х) + = + 
х 


1.2 " 1.2.3 
з п 
В г] (в) 
---=--- и Е 
а Е Ч 
1: а° 
АЕ(х) = Вх) + — о г 
х (х) те (х) + а И И 
п 
й (п) 
ы о внв ча 9 
' 2 и" 5 
Е = ри И 
ВА" (х) ВЕ +1" (<) +... 
| 
В (а) 
ЕТ 
В*АЁ"(х) = С 2 
О 
В (а) 
К а 
в- (0-2) в (п) 
А Е ЕЕ а 
(х) а + (х) 
гы (у) ы г И (х) 


Помнохимъ эти выражен1я соответственно на 1, А-, к не 


И СЛОЖИМЪ. Тогда получимъ: 


х+0 
а Е(х)ах + А.АЕ(х)_+ А, ВА! (к) + ВьВРАЕ"(х) +... 
х 


р мы рю ы С |- 


Ал 


А» 


Аз 


у 
иен а, | 
1.2 ы 


Опредзлимъ постоянныя ‘такф, 9т0бЕ всз скобки обращались Въ 
нуль: 


р 1 
Е +4. = 0; стсюда А. = - р 
1 Аз 1 
—--- + -——+А ж 0: " 4. = + — 
ата ^ я е 2 
АИ = а 240 " 4. -= © 


1 
ыы 4. = = —- 
ы 720 
Е о та. ‚що 45 =0 
ОНА Ра = п 
НЙ Ия. = 1+. [6 ит. д. 


Доказано, что всЪ 
А2к-1=0 (к>0); 


Ах выфютъ знакъ (-1) 


При ‘такомъ выборз постоянныхъ оказывается 


1/8 
#(к) = С #(х)ах + АЗАЕСк) + АВА! (х) + 
х 


+ ДьвеАе"(Х) + лень 7 


Возьмемъ отъ обфихъ частей равенства опред®ленныя сумин въ 
предзлахъ отъ а до 60= а+шп (х принимаетъ значен1я а, а+й, 
„зв 0-0}: 


ь гм 
2 #(х) = Нд #(х)ах + АЗЕ(Ь) - #(а)] + Азы (Е! (5)-Е'(а)] + 
= а 


+ АБ" (6) — #"(а)] +... + у а 


Это есть фофмула Эйлера, которая вырахаеть сухму черезт иБ- 
зегралъ. Эта формула взрна для пжлой функцаи степени п \М ви- 


— 718 - 


же. Если ле она примвняется къ иной функтая,:то нулно прибавить 
въ правой части ея дополнительный членъ, который, какъ доказы- 
вается, при п= 2К-1 имфетъ видъ 


2 в (2 
Вок о ВА (но). 
ак 2к+2 
Если Е (=) г 2х) сохраняютъ одинъ и то7тъ иже 
знакъ при а хЗь 


› ‘10 при положительномъ знак атихъ ф-1й 
В2к имзетъ знакъ Аз, или не 
Подобнвиъ образомъ дополнительняй членъ Во„+2 иметь знанъ 
Азь+2 ИЛИ (1%, 


‘такъ что Кок и Вок+2 противоположныхь знаковъ. 
Но 

2-1 „(2-1 
[Е п & 2-1) 


Как = Аакй (в) 


отсюда 


(а)] + Вок+а, 


28-1 :(2&-1) ‚3 #2) 


Вок - Азк в (5) (2)] = Вак+а 


лакъ какъ Во, и Воу+2 разныхь знаковъ, ввчитаемое чис- 
ло должно бБть одного знака съ уменьшаемыыъ и численно больше 
его, поэтому мохно написать 


2к- - 
Вы к-1 (2-1), _ 22-1) 51 
г 0<0 5 т. 
2 
Итакъ, при услов1и, что Е О и 2182) „) сохраня- 


ютъ одинаковый знакъ при аЗх 3, формула Эйлера принима- 
етъ видъ: 


Ь 
Ь 
2 к» = ь/ ясках + а) — а)] + вв" (5-2 (а)] + 
а а 


2к- С 
СЫ + ааа а 
2к-2. (2к- -2 
ов ви ви" 
о а, 


ы 


- 55 


Приипр» '1. Визислить съ точностью до ве сумму 
10 


ее" ПР ЗЕ 
100 101 102 108 :^” 999 20 Х 
Зд8сь : 
в = 1573 а = 100; ь = 1000 
1 + 2 
#(х) =-; Е" (х) =- =; "ОВ: +. — 
х х* х* 


ит.д, Функц!и Ё(х) и #"(х) сохраняютъ знекъ + при 


а хЗЬ. 


„Слздовательно, можно взать Формулу Эйлера, причемъ допол- 
ни.ельный члечъ будетъ содержать А». Имфемъ 


РИ аш а НЫ 
х 


6 ИХ 2 11000 100. 12 (1000)* 
вы >. 9 
| = 10#10 + 0,0045 - 18 9,011.0,009 = 
(100) 2 
= 2,30259 + 0,0045 - 6 . 0,000009. 
Итакъ 
009 1 


1 
- = 2,30709 съ точностью до --- . 
зо Х 10° 


1 
ПриипЬ*® ‘11. Вычислить съ точностью до —- сумму 


И Е 


5 В 


Перепишемъ эту сумиу въ такомь вид® 


[22 
и 
= 
+ 
Ф 
+ 
1 
1 
+ 
м 
! 
О 


ох, ; На ий = 
и 


В 80 5. 
#"(х) = в Е Ех) - 8 ит. д. 
х х х 


Мы замвчаемь, что производныя Ё"(х) и 2% (х) Иыбють 
одинаковые знаки. Сл®довательно, можно прим®нить формулу Эйле- 
ра съ дополнительнымъ членомь @.А.п°[#"'(ь) — а) 


г а Я 21 з1 т 
== а р Ва АН: реа В = 
вх хх 8 5 12 5* 720 | 58 


В ЗЕ 1 


9 
+ + — = =0,0244- ——-: 
Е 7500 ° 
= 0,0244 съ точностья до = ^ 
10 


1 Е 1 
Отсюда, вычисляя +. +— непосредственно имфеме 


Зы 
3 = 1+0, 125 + 0,037037 + 0,015625 + 0,0244 = 1,17788 + 


1 
+ 0,02440 = 1, 20206 съ точностью до Е 
10 


Й 
к 


т 
$“ 


